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0. Indledning
Disse projektmaterialer er skrevet i tilknytning til filmen Skumstrukturer og minimalflader, der indgar i serien
om matematisk forskning: 10 danske matematikere — 10 matematiske fortzllinger.

| filmen fortzeller professor ved DTU, Steen Markvorsen dels om saebeboblers og andre skumstrukturers lokale
geometri og dels om hvorledes krumningsbegrebet kan Igftes fra en lokal definition knyttet til kurver i 2D til et
begreb, der kan udtrykke krumningsforhold globalt for flader i 3D. Derved tager han os med frem til en intro-
duktion af et af de centrale begreber i differentialgeometri, flader med konstant middelkrumning og specielt:
minimalflader.

Til den fgrste del af filmen foreligger projektmaterialer 1, mens det foreliggende materiale tilbyder en fordy-
belse i teorien bag og en eksemplificering af netop emnet: flader med konstant middelkrumning, specielt mini-
malflader.

- | kapitel 1 udledes de klassiske formler, der karakteriserer minimalflader, bade nar vi studerer dem som grafer
for vektorfunktioner og som grafer for funktioner af to variable. Man kan fx vaelge at give disse formler og sa
studere nogle interessante flader.

- | kapitel 2 stiller vi det generelle spgrgsmal, givet en bestemt klasse af funktioner af to variable, findes der da
minimalflader blandt graferne? Vi udleder den formel, der anvendes, men man kan forzere eleverne denne og
sa anvende den pa udvalgte funktionstyper, hvorved eleverne selv gar pa jagt efter minimalflader — med brug
af deres veerktgjsprogrammer.

- | kapitel 3 skiftes der spor: Vi undersgger nogle af de sakaldte Delaunay flader, flader der fremkommer som
omdrejningsflader af keglesnit. Og som baggrund for denne undersggelse laegges der op til forlgb om henholds-
vis parablens og ellipsens geometri. | tilknytning til kapitel 3 ligger der et ekstramateriale i form af filmklip, hvor
Steen Markvorsen fortzeller om og visualiserer roulettefigurer.

Materialet er selvsagt alt for omfattende til et samlet forlgb eller et projekt. Den enkelte lzerer — og elev — ma
ga pa opdagelse i materialet og veelge ud. Fx udvaelge nogle enkelte dele som anvendes til at perspektivere et
forlgb over projektmaterialer 1. Men man kan ogsa klippe mere afgraensede forlgb ud, hvor man tager det ene
eller det andet resultat for givet, og sa arbejder ud fra det.

Vi har valgt at redeggre for hele den grundlaeggende teori om minimalflader, fordi et sadant materiale ikke fo-
religger pa dansk. Samtidig anvender mange af de engelsksprogede fremstillinger en avanceret matematik, der
nok kan ggre fremstillingen mere elegant, men som ligger uden for gymnasieelevers reekkevidde. Det har vaeret
ambitionen med dette materiale, at give en fremstilling af teorien, der anvender en matematik, der nok raekker
ud over gymnasiets niveau, men dog er overkommelig for dygtige elever. Materialet er saledes velegnet som
udgangspunkt for studieretningsprojekter.
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1. Krumningen for kurver og flader

1.1 Oversigt over nogle centrale resultater
| projektmaterialer 1 til Steen Markvorsens film studerede vi fgrst krumningen for kurver i planen og i rummet.

t
For en plan kurve, givet ved en vektorfunktion r(t) = (Xit;] , udledte vi fglgende:
y

Kapitel 3, Seetning 1. Formel for krumningen af en banekurve

Krumningen for en kurve med parameterfremstillingen F(t) er givet ved:

A

a-v _x(t)y't)-ylt) xt) 1)
3 212 202 \3/2
V(K + 1))

K=

Er en given kurve samtidig graf for en funktion, sa viste vi fglgende formel, der er meget enkel at bruge:

Kapitel 3, Seetning 2. Krumningen for en graf
Hvis en kurve er givet som grafen for en funktion y = f(x) er krumningen givet ved

F
(Vo 7o)

Specielt vil der i et stationaert punkt, hvor f(x)=0, geelde x=f"(x) .

Kurver i rummet er ikke meget mere komplicerede. Vi argumenterede her for at krumningsbegrebet i 2 dimen-
sioner generaliseres til fglgende, som vi gav som en definition, og som man kan se er helt parallel til formlen i
saetning 1:

Krumningen for en rumkurve
Lad r(t) veere en vektorfunktion og L veere den rumkurve, som vektorfunktionen bestemmer i R3. Med
F(t)=V(t) og r’(t)=d(t) betegner vi henholdsvis hastighedsvektoren og accelerationsvektoren hgrende til vek-
torfunktionen. Vi betragter et regulaert punkt 7 (t,) =F,, dvs et punkt hvor 7'(t,)=V(t,) # 6 og definerer nu
krumningen af kurven i punktet P, som tallet:

X = |6(t0)3><\7(t0)|

vi(t,)

Ved krumningsvektoren i punktet P, forstas vektoren:

k=x N,
e T GxV _ F(t)XF (ty)

laxv| |F"(tg)xF(ty)|

er en enhedsvektor i hovednormalens retning.

Dernaest studerede vi krumning af flader. Begrebet kommer til veje ved at tage udgangspunkt i et snit mellem
en flade og en given normalplan til fladen. Vi viste den centrale:
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Kapitel 4, Seetning 1. Eulers formel for snitkrumningen
En flades snitkrumning med en normalplan kan bestemmes ved formlen:
K, =k, -cos’(6)+ Kk, -sin’(6)),
hvor x; og &, , der kaldes for fladens hovedkrumninger eller principale krumninger i punktet, repraesenterer den
maksimale og den minimale krumning, og hvor @ er den vinkel fladen er drejet ift. 1. aksen i koordinatsystemet

bestemt af de principale krumninger.

Med udgangspunkt i begrebet snitkrumning naede vi endelig frem til begrebet middelkrumning og viste her
den overraskende enkle sammenhang:

Kapitel 4, Seetning 2. Middelkrumning i et punkt
Middelkrumningen i et bestemt punkt kan bestemmes ved formlen:

1 2 1
H:ﬂ'-.‘() K'(H)dHZE'(KI'FK'z)

hvor k; og k&, er henholdsvis den maksimale og den minimale snitkrumning i punktet

Vi er nu interesseret i at “instrumentalisere” definitionen pa snitkrumning og formlen for middelkrumning af
flader, sa vi kan fa formler af samme type, som dem vi har for kurver og grafer, som angivet i seetning 1 og 2 i
kapitel 3. Dels vil dette give os et redskab til at beregne middelkrumningen i et givet punkt ud fra en parame-
terfremstilling eller en ligning. Men videre vil det kunne give os et redskab til at svare pa fglgende spgrgsmal:
Findes der minimalflader af en given algebraisk type?

Saetning 2 fra kapitel 4 fortzeller os, at middelkrumningen er bestemt ud fra maksimum og minimum af snit-
krumningerne. Men har vi en formel for snitkrumningen, sa kunne vi maske ved brug af differentialregning be-
stemme maksimum og minimum. Og dermed svare pa spgrgsmal som fglgende:

Inden for en given fladetype, bestemt ved en given algebraisk ligningstype, findes der da flader, der opfylder
ligningen:

a) H:%'( maksimum + minimum) = konstant.

Og yderligere: findes der flader, der opfylder ligningen:

b) H=%-( maksimum + minimum)=0.

Vi starter vores undersggelse i parameterkurvernes verden, da det er her vi har udledt Eulers formel for snit-
krumningen og formlerne for middelkrumning.

| det fglgende vil vi hele tiden antage, at de vektorfunktioner vi har i spil er tilpas mange gange differentiabel,
at deres differentialkvotienter altid er kontinuerte, og alle punkter vi betragter er regulzere, dvs der er ikke "fol-
der” eller "spidser” pa fladerne, sa vi kan altid forestille os, at der ligger tangentplaner i givne punkter.
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1.2 Parameterkurver pa en flade

Vi betragter en parametriseret flade F givet ved vektorfunktionen r(u,v).

Definitionsmangden er altsd et omrade i planen (R?), hvor vi har betegnet 1. og 2. koordinat med u og v.
r(u,v) er en (sted-)vektor for et punkt i rummet. Samlingen af alle disse punkter udger fladen 7.

r(u,v) er differentiabel bdde mht. u og v. Vi differentierer altid mht. en retning. Hvis vi differentierer mht u

svarer det til at differentiere i 1.-aksens retning. Tilsvarende med differentiation mht. v. Disse to afledte funkti-
oner betegnes r,(u,v) ogr,(u,v), eller blot r, ogr,, og kaldes for de partielle afledede.

@velse 1.1. De partielt afledte af en vektorfunktion

uZ

Betragt vektorfunktionen: 7(u,v)=| uv | .Bestem r,(u,v) ogr,(u,v)

Vi betragter et punkt P pa fladen, og betragter en tilfaeldig kurve pa fladen &, som gar gennem P. En sadan
kurve kan betragtes som en kurve i rummet, der tilfaeldigvis Igber pa fladen. Kurven er parametriseret ved en
funktion, y(t) af én variabel, som vi betegner t. Da kurven forlgber pd F, er punkterne pd kurven ogsa billeder

ved vektorfunktionen 7 (u,v) af en delmangde af definitionsmaengden i (u,v)—planen.
Delmaengden ma vaere en kurve i (u,v)—planen, som vi kunne beskrive som en funktion af t, (u(t),v(t) (Over-

vej selv dette — tegn fx en illustration af situationen).

Det korte af det lange - vi kan beskrive kurven saledes:

Y(®) =r ((u(®),v(t))

Vi skriver i korthed: Y(t) =r((u(t),v(t))=r(t) (1)
Hastighedsvektoren V(t) =F (t) er en vektor i tangentens retning.
Accelerationsvektoren a(t) =V (t)=r"(t) vil normalt pege i en anden retning og er naert knyttet til krumnings-

begrebet.
Bemaerk, at vi her differentierer mht t.

@velse 1.2. Kedereglen (sammensat differentiation) for vektorfunktioner.
Lad os igen betragte vektorfunktionen fra 1.1, og nu indskraenke definitionsmaengden til linjeni (u,v)— planen

u(t t
givet ved: ( Etij =[ tj . Dette er altsa en linje med haeldningskoefficient a.
v a-

Videoerne hostes af L&R Uddannelse A/S ® Vognmagergade 11 » DK-1148 ¢ Kpbenhavn K e TIf: 43503030 ® Email: info@Iru.dk.



Matematisk forskning IR

10 danske matematikere — 10 matematiske fortallinger Uddanne].se
Projektmateriale 2 i tilknytning til Steen Markvorsen: Skumstrukturer og minimalflader EGMONT
t2
Vis, at kurven ¥(t) =r ((u(t),v(t)) er parameterkurven: y(t)=| a- t2 |, og betem ¥'(t).
_02 . t2

Vi kan ogsa bestemme ¥'(t) ved sammensat differentiation. Her er F(u,v) den "ydre” funktion, og

u(t) t . . . . 1
= er den ”indre” funktion, hvis afledte funktion er: .
v(t) a-t a
Keedereglen siger sa her:

Y(t)=(F((ut),v(t)) =1, uv)-1+7,u,v)-a
Udregn den afledte funktion ved brug af kaedereglen og sammenlign med den tidligere bestemte ¥'(t) . Forha-

bentlig far du det samme.
(Bemaerkning: Hvis du synes at genkende udtrykket i kaedereglen som en slags skalarprodukt med vektoren

1 - - . .
( ] er det ikke forkert. Men her udggr parret [ru(u,v),rv(u,v)] , der bestar af to vektorer, en matrix, som vekto-
a

1
ren [ ] ganges pa. Kederegler i flere dimensioner kan virke teknisk lidt komplicerede, men man kan normalt
a

styre det netop ud fra kravet om, at dimensionerne skal ga op: Her — 2 variable ind, 3 variable ud).

Vi vil ofte veere interesseret i at bevaege os rundt pd en kurve ved hjeelp af en enhedsvektor é(t). En sddan en-
hedsvektor kan vi altid fa ved at normere en vektor med samme retning, fx hastighedsvektoren:
- v(t
B(t) = Q( )
v(t)
En enhedsvektor langs kurvens tangent kan imidlertid fremkomme meget elegant ved en om-parametrisering.
Vi har i projektmaterialer 1 behandlet dette vigtige begreb, og specielt set pa det tilfeelde, som Steen Markvor-

, hvor |\7(t)| ogsa betegnes som farten. (2)

sen grundigt redeggr for i sin film, nemlig om-parametrisering til buelaengde s.

Den bueleengden, som vi har bevaeget os fra et starttidspunkt ¢, til tiden t kan angives som et integral:

s(t) = j: V(2)|dz = j:

Formlen siger blot, at laengden, vi bevaeger os, er summen af fart gange tid over den periode, vi betragter. Det

F'(z)| dz, hvor vi har indfgrt symbolet z som integrationsvariabel.

er intuitivt klart, men der er ogsa reegjort for det i detaljer i appendiks til projektmaterialer 1.
Integration og differentiation er modsatte regningsarter, sa af integralet far vi:

S =[Ve)|=F @) (3)

@velse 1.3

Overvej, at dette er indholdet i den satning, der kaldes integralregningens hovedsaetning, eller analysens ho-
vedsaetning. (Hint: Hvad er matematik? B, kapitel 5, afsnit 3 (saetning 4), eller Hvad er matematik? A, kapitel 3,
afsnit 2 (seetning 3))
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Da der til ethvert t hgrer et s =s(t), kan vi betragte funktionen r(t) som en sammensat funktion:
rt)=r(st)=r(s)
Dette skal forstas sdledes: Skal vi for en given veerdi af s bestemme r(s), s& bestemmes fgrst den veerdi t, der
svarer til s, og dernaest udregnes r(t) . Dette er vaerdien af 7 (s).
Ved sammensat differentiation far vi nu:
dr _dr ds

dr(t) _dr(s) dst) . \ort: i(t)=—=

v(t)= -2z
® dt ds dt dt ds dt

Indszet heri (3):
_ _d_F_ _
v(t)=— V()
dr _ v(t) _

ds  |i(t)
Konklusion: Nar vi om-parametriserer til buelaengde, sa bliver hastighedsvektorerne for den nye parameter-
fremstilling enhedsvektorer:

ar .

—=e(s),

ds
hvor sammenhangen mellem s og t er som ovenfor beskrevet.

e(t) (isoler Z—r og udnyt (2))
s

1.3 Krumningen for snitkurver

Vi betragter nu som i filmen et bestemt punkt pa fladen, hvor vi forestil-

ler os, der er lagt en tangentplan, samt en normal til denne tangentplan.
Vi laegger en snitplan parallel med normalen og gennem punktet, og vi

drejer billedet, sa normalen er lodret og tangentplanen vandret. Koordi-
natsystemet er placeret, sa punktet ligger over Origo i (u,v)—planen. Vi

lader nu kurven ¥(t)=r((u(t),v(t)) veere snitkurven mellem fladen og

planen. Snitkurven forlgber i en lodret plan, over en ret linje i
(u,v)—planen. Den rette linje er bestemt ved haldningskoefficienten i,
og parameteren t angiver hvor langt vi har bevaeget os ud af linjen. Vi vil
nedenfor betragte A som en variabel, og vi vil differentiere mht. Afor at
bestemme retningerne med maksimum og minimum. Men fgr vi kan dif-
ferentiere, skal vi have bestemt et udtryk for krumningen af denne snit-

kurve.

Lad Nvzre en enhedsvektor pé normalen til tangentfladen i P, og lad €(s) veere en enheds-retningsvektor for

snitkurven gennem P, fx konstrueret ud fra hastighedsvektoren ved en om-parametrisering. Der geelder NLleé

og derfor N-& =0. Ved differentiation af denne ligning far vi:
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dN . — dé

—-e+N-—=0,

ds ds

— dé  dN _
hvoraf: N.—=——-¢ (4)

ds ds
de(s) - —~
Betragt nu vektoren o =k , og oplgs vektoren k efter tangentplanen og normalen:
s

k=ky+ky, (5)
hvor Eg , der ligger i planen, kaldes den geodaetiske krumning, og EN, der ligger langs normalen kaldes for nor-

malkrumningen. | analysen af rumkurver fandt vi, at EN er krumningsvektoren, og at krumningen K er propor-

tionalitetsfaktoren:

ky=fx,-N (6)
Da N er en enhedsvektor, og er ortogonal til tangentplanen gelder:
K=k, +k,
k=k,+x, N Indszet (6) i (5)
N-k=N-k,+K,-N-N Prik igennem med N
N-k= K, Udnyt N’s egenskaber
K, :—Z—IZ-E Indsaet (4)
= —Z—C’% Indseaet e (7)

Hgjre side er udtrykt ved bueleengden. Ved hjeelp af sammensat differentiation kan vi omskrive til et udtryk, vi
kan regne pa:

o _ dN
d_N:d_N.E'hvoraf: d_Nzi
dt ds dt ds ds
dt
dr
ﬂ:d—r-é,hvoraf: ar _dt
dt ds dt ds ds
dt

Ved at sammenfatte de to udtryk for vi:
dN df  dN df

dN dfF g4
k =—IN 9 __dt dt __dt ¢2:It (8)
ds ds ﬁﬁ ds
dt dt dt
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Bemeerk: | mange fremstillinger af differentialgeometri optraeder dette udtryk for krumningen pa formen:

_ Il fundamentalform

" | fundamentalform
Det er dette udtryk vi vil undersgge med henblik pG at bestemme maksimum og minimum, og dermed kunne
udregne middelkrumningen. Vi vil demonstrere, hvordan vi kan na frem til malet ved udelukkende at bruge
gymnasiematematikken generaliseret til funktioner af to variable.

Vi omskriver udtrykket (8) yderligere ved at se saerskilt pa teeller og naevner:

Neevner:
Af (3) ovenfor har vi: s'(t) = |F’(t)

2 - 2
, hvoraf: [Ej =(mj
dt dt

Af (1) har vi r(t)=r((u(t),v(t)) . Nar vi beregner ar

, dvs:

ds
dt

dr(t)
dt

t
) svarer det til at beregne den afledte i linjens retning,

dvs. differentiere som om det er en funktion af én variabel.

| gvelse 1.1 undersggte sammensat differentiation, hvor den ydre funktion er en vektorfunktion, og den indre

funktion er en linje givet som en parameterkurve. Den afledte kan beregnes ved at udregne (matrix-)produktet

h
af [Fu(u(t),v(t)),Fv(u(t),v(t))] =[Fu(t),Fv(t)] og en retningsvektor i den givne retning. Lader vi vektoren (kj

vaere en enhedsvektor i linjens retning, sa er altsa:

dr(t)

h
TZ[Fu(t)fv(t)]'(k]=7u(t)'h+7v(t)'k, (9a)

hvor r,(t) og r,(t) er de partielle afledede efter henholdsvis u og v, evalueret i t.
Heraf far vi sa:
HEE
dt dt
ds : 2
(Ej =(r, () -h+7,(t) k)

#-

2420 F -h-k+72-k* (9b)

<3

Teeller:

h
Idet vektoren (kj stadig er en enhedsvektor i linjens retning, har vi som ovenfor:
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dN(t) — — ~ - .
T: Nu(t)-h+Ny(t)-k, hvor Ny(t) og Ny (t)er de partielle afledede efter henh u og v.
art) . R - - .
™ =r,(t)-h+r,(t)-k, hvor r,(t) og r,(t) er de partielle afledede efter henh u og v.
Skalarproduktet i telleren giver sa:
dN dF — — - -
s =—(Nu(t)-h+Nu(t)-k)-(7,(t)-h+7, () k)
dN df - - — - — - — R
Cdt dt =Ny (t) 7, (t)-h* +(-Nu (&) F,(£) = Nu(t) 7, (t)) - h-k+ =Ny (£) F, (£) k>
@velse 1.4

a) Argumenter for, at N L7, og N L7,
b) Differentier udtrykkene NFU =0o0g NFV =0, bade mht u og v og vis:
—Nu(t) T, (£) = N()- T, (2)
—Nu ()7, () = N(t) T, (2)
—Nu(t)-7, () =N(t) T, (t)
Ny (t)-F, (&) =N(t) -7, (1)
hvor eksempelvis r,,(t) betyder den dobbelte partielle afledede mht. u.

Ved at indsaette resultaterne i gvelse 1.4 far vi:

dN dF
e =NO T b+ (N T O+ N T, () hok+NE) 7, (0K
og ved at udnytte, at de blandede partielle aflede er ens far vi det reduceret til:
—‘;—';’ %zN(t) L) -h2+2-N(t) T, (t)-h-k+N(t)-T,, (t)-k* (10)

Ved at indszette teeller og naevner i (8) far vi nu et udtryk for krumningen:

_dN dF
dt dt N(t) () h2+2 N(t)- FW() h-k+N(t)-T,, (t)-k
K, = > 5 5 (11)
(dsj P2-h* 427, -F -h-k+1% k
dt

Praxis: Tradition for betegnelser i krumningsformlen

Siden Gauss tid har der veeret en tradition for, at indfgre saerlige betegnelser for de 6 centrale stgrrelser i form-
len for krumningen. Det er dog ikke helt standardiseret, sa vi fglger her Gauss, men anfgrer de alternative be-
tegnelser, man kan finde i visse fremstillinger, i parentes:
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_=2 = F _ =2
E=r, F=r,-r, G=r,
L=N-r, (=r) M=N-r,, (=5) N=N-r, (=t)

Man kan ogsa finde andre betegnelser anvendt, fx sma bogstaver e,f,g i stedet for L, M,N

Med disse betegnelser kan formlen skrives:

_L-h*+2-M-h-k+N-k*

= (12)
" E-h+2F-h-k+G-k
h
Vektoren (kj er en enhedsvektor i linjens retning. Det betyder specielt, at A :%.
@velse 1.5
Argumenter for, at (12) kan omskrives til fglgende formel
L+2-M-A+N-)\?
_ (13)

E+2F A+G-A\?

| udledningen af formlen for snitkrumningen lagde vi koordinatsystemet i tangentplanen, og i denne plan be-
tragtede vi linjer givet ved en bestemt haeldningskoefficient L. Da skalarproduktet er uafhaengigt af koordinat-
system, sa har vi vist:

Seetning 1. Formlen for snitkrumningen

Lad en flade vaere parametriseret med vektorfunktionen r(u,v), lad P vaere et punkt pa fladen og N veere en
h
enhedsnormalvektor til fladen i punktet P. Lad enhedsvektoren (k} fastlaegge en bestemt retning i

(u,v)—planen, og lad r(t) =r (u(t),v(t)) veere en parametrisering af den kurve pa fladen, der svarer til linjen.

Sa vil snitplanen bestemt af normalvektoren og retningsvektoren for denne kurve, skaere fladen i en snitkurve,
hvis krumning kan bestemmes af formlen:

_L-h*+2-M-h-k+N-k*

= ) (12)
" E-h*+2F-h-k+G-k*
hvor symbolerne E,F,G,L,M og N har den sadvanlige betydning.
Hvis h =0, og man saetter A :%, sa kan snitkrumningen udtrykkes ved formlen:
L+2-M-A+N-\?
K, = (23)

E+2F A+G-\°

Bemaerkning. Da snitkrumningen udtrykkes med en brgk, hvor h og k indgar pd samme made i teeller og naev-

h
ner, vil vi kunne anvende en vilkarlig vektor ( j som retningsvektor, idet brgken kan forkortes med leengden af

denne vektor, hvorved vi har den gnskede enhedsvektor. Overvej dette!
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Snitkurvens tangent kan ifglge (9a) ovenfor skrives saledes: 7 (u(t),v(t)) =7, (t)-h+T,(t) -k

@velse 1.6
En cylinder med radius p og z-aksen som symmetriakse kan parametriseres ved vektorfunktionen:

p-cos(v)
F(u,v)=| p-sin(v) | . Bemaerk, at nar vi her taler om den afledede efter u, r, sa er det den afledede i z-aksens

u

retning; her er fladen retlinet. Nar vi her taler om den afledede efter v, r, sa er det den afledede i den "plane

cirkulzere bevaegelse” rundt om cylinderen.
a) Hvad vil du intuitivt forvente er snitkrumningen for et lodret snit gennem cylinderakzsen? Og hvad er
den for et vandret snit gennem cylinderen?

b) Bestem de fgrste og anden ordens afledede: 7,7, 7, ,r,, 08 T, .

—cos(v)
c) Vis, at enhedsnormalvektoren N(u,v) til fladen i punktet P(u,v) er N(u,v)z —sin(v)
0

h - -
d) Vis at snitkrumningen efter retningen (k} i (u,v)—planen, dvs efter tangentvektoren r, (t)-h+r,(t)-k

. p-k*
er lig med: 5 5
g h2+p2'k2

e) Foretlodretsniter k=0, for et vandret snit er h=0. Bestem den lodrette og vandrette snitkrumning
og sammenlign med dit intuitive bud i a) .

1.4 Middelkrumningen for parametriserede flader
Vi vender nu tilbage til formlen for middelkrumningen
H :%-( maksimale snitkrumning + minimale snitkrumning)
Formel (13) giver os snitkrumningen som en funktion af haldningskoefficienten A for linjen. Derfor vil vi nu

ved hjzelp af differentialregning forsgge at bestemme de lokale ekstrema for denne funktion. Vi differentierer
derfor denne funktion mht. A og seetter den afledede funktion lig 0. Derved fdr vi en ligning frem som opfyldes

af de to ekstremumsveerdier for Kk, .

Vi anvender brgkreglen: (ij =% (Se evt. Hvad er matematik? A, kapitel 2, afsnit 4, saetning 9)
g g
(o) L+2-MarN-22)  (N-A+2M)-(E+2F - 1+G 22 )= (L+2-M-A+N-1%)-(2F +2G 1)
K,(\)) = | = 5
E+2F-A+G LA (E+2F~X+G-k2)
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@velse 1.7 Ligning for snitkrumningen, trin 1
En brgk er 0, nar taelleren er 0. Argumenter for, at

(k,(1)) =0, dvs

(2N-A+2M)-(E+2F A+G-27)=(L+2-M-L+N-17)-(2F+2G 1) =0

medfgrer:
CL+2-M-A+N-AE N-A+M
E+2F-A+G-A> F+G-\

n

@velse 1.8
Vis, at ligningen;

(2N-A+2M)-(E+2F A+G-27)=(L+2-M-L+N-17)-(2F+2G 1) =0

kan omskrives til

(M+N-L)-(E+F-A+A-(F+G-L))—(L+M-A+A-(M+N-L))-(F+G-1)=0

og at denne ligning kan reduceres til:
(M+N-X)-(E+F-L)—(L+M-L)-(F+G-1)=0

@velse 1.9 Ligning for snitkrumningen, trin 2

Vis ud fra gvelse 1.8, at formlen (14) kan udbygges til:
CL+2-M-A+N-AE NA+M _ L+M-A
 E42F-A+G-A>  F+G-A  E+F-L

n

Lad os opsummere:

Uddannelse

EGMONT

(14)

(15)

Vi ved at der findes et maksimum og et minimum for snitkrumningerne. Hvis der ikke er tale om, at fladen er en
plan, sa er snitkrumningerne ikke konstant, og vi kan finde maksimum og minimum ved at differentiere og be-

stemme de to veerdier af Asom Igsning til (x, (k))/ =0.
(15) giver anledning til de to ligninger:
L+M-A N-A+M
W= og K‘n =
E+F-A F+G-A
der kan omskrives til ligningssystemet:
K, (E+F-A)=L+M-}L
K, (F+G-A)=N-A+M
der kan reduceres til ligningssystemet:
(L-x,-E)+(M-x,-F)-A=0
(M=k, F)+(N-k,-G)-A=0

(15a)

Videoerne hostes af L&R Uddannelse A/S ® Vognmagergade 11 » DK-1148 ¢ Kpbenhavn K e TIf: 43503030 ® Email: info@Iru.dk.

15



Matematisk forskning ER
10 danske matematikere — 10 matematiske fortzellinger Uddanne].se
Projektmateriale 2 i tilknytning til Steen Markvorsen: Skumstrukturer og minimalflader EGMONT

Dette ligningssystem er opfyldt for maksimum og et minimum for snitkrumningerne &, . Vi vil nu udnytte vores
viden om Igsning af “to ligninger med to ukendte” til at analysere dette ligningssystem. Vi indfgrer derfor A :%

og ganger igennem med h. Sa far vi:

(L-x,-E)-h+(M—xK,-F)-k=0 (16)
(M=x,-F)-h+(N-k,-G) k=0
Dette ligningssystem har altid den trivielle Igsning (h, k) = (0,0) .
Men for maksimum og minimum af &;, findes der jo ogsa en retning, dvs. et (h,k), som er en Igsning til (16).
(Det ggr der i virkeligheden for enhver given veerdi af k; mellem de to yderpunkter).
Dvs. der er mere end én Igsning til ligningssystemet. Men sa er ligningssystemets determinant lig med 0.

@velse 1.10 Alternativ: Udnyt viden om parallelle vektorer
Hvis man ikke har arbejdet med determinanter af ligningssystemer, kan man argumentere pa fglgende made:

For enhver given vaerdi af k;, kan de to ligninger betragtes som ligninger for rette linjer. En Igsning til ligningssy-

stemet er en vaerdi hvor linjerne skaerer hinanden. Nar de skarer hinanden mere end ét sted, ma linjerne vaere
sammenfaldende.
a) Opskriv linjernes normalvektorer.

b) Argumenter for, at normalvektorerne er parallelle

c) Vektorer er parallelle, nar deres determinant er 0. Opskriv dette som en ligning.

Nar ligningssystemets determinant er lig med O, far vi altsa fglgende ligning:
(L-x,-E)-(N-xk,-G)—(M-k,-F)-(M-xk,-F)=0 (17)

@velse 1.11 Opstil en andengradsligning i &,
Vis, at (10) kan omskrives til:

(E-G-F?) > ~(E-N+G-L=2F-M) K, +(L-N=M*) =0 (18)

Vi er nu teet ved malet: Vi er pa jagt efter maksimum og minimum af ;,, og vi er ndet frem til en andengradslig-
ning i k;,. De to Igsninger til denne ma veere de spgte!

Vi reducerer (18) til:
» (E-N+G-L-2F-M) (L'N—Mz)

- (£:6-F?) 'Kn+(E~G—F2)=0

n

og vi indfgrer betegnelserne:

H:(E~N+G-L—2F-M) (\LN-MT)
2-(E-G-F?) (£6-F)

(19)
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Med disse betegnelser far andengradsligningen formen:
K> —2H Kk, +K=0

@velse 1.12 Formler for &, ,, 08 K,
Vis, at Igsningerne nu kan opskrives pa formen:

K. =H+VH> =K
K. =H-VH* =K

(20)

Alt dette giver os nu den gnskede

Seetning 2. Formlen for middelkrumningen og for Gauss-krumningen for flader givet ved en parameterfrem-
stilling

Middelkrumningen i et punkt, der er givet ved % (Kpax T Kimin ) kan beregnes ud fra formlen:

ax

(E-N+G-L—2F-M)

H= (21)
2(E-G-F?)
Det Gaussiske krumningsmal i et punkt, der er givet ved X, - K, kan beregnes ud fra formlen
(L-n-M?)
K=~/ (22)
(£:6-F?)
hvor symbolerne E,F,G,L,M og N har den saedvanlige betydning:
E=F] F=7, T, G=7?
L:N'ﬁlu M:N'Fuv N:N'F\./v
@velse 1.13

Feerdiggar beviset for saetning 2

@velse 1.14 Beregning af den maksimale og minimale krumning

Hvis vi har beregnet de to stgrrelser H og K sa giver formlen (20), at vi umiddelbart kan beregne &, 08 K

@velse 1.15 Beregning af i hvilken retning vi har den maksimale og minimale krumning
Hvis vi kender &, 08 K, , s giver (15a) os mulighed for at beregne i hvilken retning vi har maksimal og mi-
nimal krumning i et givet punkt. Vis at
L+M- L N-A+M
=— og K,=——
E+F-)\ F+G-A
kan omskrives til:

(15a)

n
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L-E-x M-F- -k
[ —— og )\‘ - n
M-F-k, N-G- K,

Indsaet K, OF K, og beregn A-veerdierne

1.5 To klassiske eksempler: Helikoiden og katenoiden

Vi vil nu illustrere saetning 2 med to af de klassiske flader, som man tidligt indsa var minimalflader, nemlig den
ordinzere vindelflade (helikoiden) og katenoiden som er en omdrejningsflade.

@velse 1.16. Miniprojekt: Ordinaere vindelflader er minimalflader

En vindelflade er defineret som den flade der aftegnes i rum-
met, nar en (uendelig) ret halvlinje drejes cirkulaert med jeevn
fart om en vindelakse, fx z-aksen, alt i mens det punkt, hvor
halvlinjen er faestet pa vindelaksen, glider langs vindelaksen. |
det normale eksempel, vi vil se pa her, glider punktet med jeevn
hastighed pa vindelaksen. Dette kalder vi en ordineer vindel-
flade. Det kan ogsa bevaege sig pa andre mader.

Har man taget turen op i Rundetarn, har man bevaeget sig pa
en ordinaer vindelflade. | matematisk litteratur kaldes en sadan
flade for en helikoide.

En jeevn bevaegelse i xy —planen pa en cirkel med radius u kan

beskrives med vektorfunktionen:

- u-cos(v) . L
s(v)= ) , hvor v angiver drejningsvinklen.
u-sin(v)

Hvis vi ogsa lader u veere en variabel, har vi beskrevet hele planen i sakaldte polzere koordinater:

- u-cos(v)
s(u,v)= . .
u-sin(v)
Kombinerer vi nu denne beveegelse med en opadgaende jaevn beveaegelse far vi en vektorfunktion som:
u-cos(o-v)
r(u,v)=| u-sin(o.-v) |, (23)
v

hvor o er en parameter, der bestemmer drejningshastigheden.
a) Man kunne ogsa indfgre en proportionalitetskonstant pa z-koordinaten, z=f-v . Vis, at et parameter-

skifte ville kunne fgre denne over i (23), hvor parameteren o blev &endret.

b) Bestemnur,ogT,.

|

i}

— X
c) Bestem enhedsnormalvektoren N =—4—Y .

uxv|

~

|
|

=
X

d) Udregn stgrrelserne:

Videoerne hostes af L&R Uddannelse A/S ® Vognmagergade 11 » DK-1148 ¢ Kpbenhavn K e TIf: 43503030 ® Email: info@Iru.dk.

18



Matematisk forskning IR
10 danske matematikere — 10 matematiske fortzellinger Uddanne].se

Projektmateriale 2 i tilknytning til Steen Markvorsen: Skumstrukturer og minimalflader

f)

g)

h)

i)

EGMONT

E=F]

o

v

<3

F=F G=
L= N=

2
T

4l

u
M:N'Fuv

2|

'Fuu
Vis, at middelkrumningen er 0, dvs den ordinzere vindelflade er en minimalflade.
)
Vis, at det Gaussiske krumningsmal er lig med 3 Ozt 5 -
(" -u”+1)
Forestil dig, at du bevaeger dig rundt pa en sadan ordinzer vindelflade:
- Hvad sker der med krumningsmalet, nar du beveaeger dig bort fra vindelaksen.
- Kommenter dette ud fra din intuition om, hvad krumning er.

Hvad sker der med krumningsmalet, nar du skruer op og ned for parameteren o . Kommenter dette ud
fra din intuition om, hvad krumning er.

Vis, at fladen frembringes af vandrette rette linjer ved at foretage fglgende omskrivninger: Lad y =k - x
vaere en ret linje /i xy —planen. Om punktet P(x,y) pa linjen | geelder: Ykt punkt pa fladen lodret
X

over dette punkt P(x,y), har koordinaterne:
u-cos(a-v)
u-sin(o-v) |, hvor x=u-cos(a-v), y=u-sin(o-v), z=V.
v

- Vis, at relationen Y_ k giver: k =¥ tan(o.-v)
X X

1, _
- Vis, at alle punkter pa fladen, der ligger lodret over linjen / opfylder: z=—tan 1(k),
o

og begrund ud fra dette, at fladen frembringes af vandrette rette linjer.

Vindelfladen er givet ved en parameterfremstilling, og det er indlysende ud fra illustrationen ovenfor,
at denne vindelflade ikke er graf for en funktion. Men samtidig sa vi i sidste pind, at der geelder fgl-
gende ligning:

Z :ltan_1 Yy
o X

Giv en forklaring pa den tilsyneladende modstrid her.
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@velsen 1.17. Kaedelinjen og hyperbolsk cosinus og sinus

Den kurve, som en kade, der hanger frit mellem to punkter, fglger, kaldes for
en kaedelinje. | Hvad er matematik? A vises i kapitel 8, at en sadan kaedelinje er

graf for en funktion af typen: y :%-(e"/“ +eXy, e

Alene dette begrunder, hvorfor det er interessant at studere funktionerne. T, :
eX+e ¥ eX e X -4

cosh(x) =——— sinh(x) =——— -6

2 2 %

Funktionerne kaldes for henholdsvis hyperbolsk cosinus og hyperbolsk sinus. <10

De maerkelige navne vil blive begrundet i det fglgende.

— cosh(x) = sinh(x);

a) Vis: (cosh(x))l =sinh(x)  og ( sinh(x)), = cosh(x)

b) (cosh(x)) =cosh(x) og (sinh(x))” = sinh(x)

Sammenlign med de tilsvarende formler for differentiation af cosinus og sinus.
c) Vis:  cosh?(x)—sinh?(x)=1

Kender du en formel, der involverer cosinus og sinus, og som minder om denne?

d) Repeter kort fglgende: | e almindeligt koordinatsystem har vi, at:

2

— Ligningen x* +y2 =r~ fremstiller en cirkel med centrumi (0,0) og radius r.

2 2
— Ligningen [ﬁj +[%] =r? fremstiller en ellipse med centrum i (0,0) og a og b som de to
a

halvakser.

2 2
— Ligningen [ﬁj —(%j =r? fremstiller en hyperbel med centrum i (0,0) og a og b som de to
a

halvakser.

e) (Du kan finde materialer om ellipser og hyperbler en del steder i laerebogssystemet Hvad er matema-
tik?, fx om ellipsers egenskaber i B-bogens kapitel 0, og om hyperblens egenskaber i C-bogens projekt
8.10).

) ~ cosh(t)
f) Betragt vektorfunktionen r(t) =

sinh(t)
g) Vis, at banekurven (grafen for vektorfunktionen) er en hyperbel.

Resultaterne i gvelsen begrunder betegnelserne hyperbolsk cosinus og sinus

@velse 1.18 Omdrejningsflader — Katenoiden er en minimalflade

| integralregningen indfgres begrebet omdrejningslegemer. Den flade der dannes, nar grafen for en funktion f
drejes 360° om 1.-aksen, og som er overfladen af omdrejningslegemet, kaldes for en omdrejningsflade. Det er
en enkel sag at give en parameterfremstilling for en omdrejningsflade, idet ethvert snit gennem omdrejningsle-
gemet og vinkelret pa 1.aksen danner en cirkel.
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a) Betragt det ortogonale snit, hvor 1. koordinaten er x, og begrund, at dette er en cirkel med radius f(x).

b) Lad v vaere en parameterveerdi, der angiver hvor meget planen med grafen er drejet i forhold til ud-
gangsstillingen i xy —planen, og argumenter for, at omdrejningsfladen har parameterfremstillingen:

X
F(x,v)=| f(x)-cos(v)
f(x)-sin(v)
c¢) Omdrejningsfladen hgrende til en kaedelinje kaldes for en katenoide. Vis, at en katenoide har en para-
X
meterfremstilling af formen: r(x,v)=| a-cosh(x/o)- cos(v)

o-cosh(x/a)-sin(v)

d) Bestemnur,ogr,

|

e) Bestem enhedsnormalvektoren N= A
B
f) Udregn stgrrelserne:
E=F} F=F, T, G=7?
L=“.FXX M:N'va N=N~FW

g) Vis, at middelkrumningen er 0, dvs katenoiden er en minimalflade.

h) Vis, at det Gaussiske krumningsmal for katenoiden er overalt negativ og er uafhaengig af vinklen v.
Hvordan stemmer dette resultat med din intuition om formen af en omdrejningsflade? (Hint: Husk, at
det Gaussiske krumningsmal i et givet punkt er lig med produktet af den maksimale og minimale krum-
ning i punktet).

1.6 Middelkrumningen for flader, der er givet ved en ligning
Ofte er en flade givet som grafen for en funktion af to variable, dvs givet ved en ligning:

z=f(x.y)
Derfor vil vi overszette formlen i seetning 2 til en formel der umiddelbart referer til en forskrift for en funktion f.
Vi skal grundlaeggende overseette definitionerne pa E,F,G,L,M og N fra vektorfunktioner til almindelige reelle
funktioner af to variable. Betegnelserne stod for fglgende:

Praxis: Tradition for betegnelser i krumningsformlerne
For en vektorfunktion r(u,v) indfgrer vi betegnelserne

(S}

F=r,-r,

al

u

=
=

= o
1l
2| <

2
u
- M=N-r,

=1
T
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— X
hvor N = |ﬁ j’| er en enhedsvektor i normalens retning
rXr,
Grafen for en funktion af to variable kan betragtes som grafen for vektorfunktionen:
X
roy)= vy
fx.y)
De partielt afledede og deres krydsprodukt bestemmes:
@velse 1.17
a) Bestem 7, ogr, og vis:
E=F>=1+f7, G=r’=1+f7, F=f.f,
b) Bestem r,Xr,, og vis:
NohXho_ U | ¢
\/1+fX2 +fy2 1y
c) Bestem T og f,,, og vis
0 0 0
M =| 0 =0 =0
-fxx ny fyy
L=N .7, =D M=N-T, fxy N=N-T Ty

Vis nu:

Seetning 3. Formlen for middelkrumningen og for Gauss-krumningen for flader givet ved en ligning
Middelkrumningen i et punkt, der er givet ved 1 (k,

(1452) £y (145 )-fxx—zfx-fy-fxy
2-(1+fx2+fy2)%
Det Gaussiske krumningsmal i et punkt, der er givet ved &, * K, kan beregnes ud fra formlen
e
(1+fx2 +fy2)2

Kinax T Kmin) kan beregnes ud fra formlen:

(23)

K = (24)
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@velse 1.18
Feerdigggr beviset for saetning 3

@velse 1.19
Betragt funktionen:

f(x,y)=cos(x)+sin(y)—2
_cos(x)-(I+ sin’(y)) +cos(y) - (1+sin*(x))
2-(1+sin*(x) +sin*(y))

a) Vis: H=

_ cos(x)-cos(y)
" (L+sin®(x) +sin?(y))>
b) Tegn grafen af f.

c) Udregn middelkrumningen og Gauss krumningen i punktet (0,0) .

d) Bestem ved hjalp af formel (20) den maksimale og minimale krumning i punktet (0,0) . Hvilken kon-

klusion vil du drage om fladens forlgb omkring dette punkt?
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2. Nogle klassiske minimalflader

Satning 3 giver os et vaerktgj til at "ga pa jagt” efter flader med konstant middelkrumning og specielt efter mi-
nimalflader, dvs. flader med konstant middelkrumning lig 0. Vi far umiddelbart fglgende seetning, hvor vi har
byttet om pa to af leddene:

Seetning 4. Minimalflader karakteriseret gennem en partiel differentialligning
Antag en flade er givet eksplicit som graf for en funktion af to variable: z= f(x,y). Sa geelder, at fladen er en

minimalflade, hvis

(1+fx2)'fyy_2fx'fy'fxy+(1+fy2)'fxx=O (25)

Man kan ogsa mgde den i en anden symbolsk form:

2 2\ 32
(H(a_fJ J.a_f_za_f.a_f. 21 [H(a_f) J.a_fzo (252)
oy x> Ox dy Jyox ox oy>

Vi foretraekker (25), da det her er lettere at se de partielle afledede som selv veerende funktioner, og ikke blot
veerdier. For at finde en minimalflade skal vi altsa Igse den partielle differentialligning (25).

Tilbage i starten af 1800-tallet havde man ingen metoder til at Igse sadanne ligninger med. Sa de klassiske mini-
malflader blev til dels fundet ved rent held: Man kendte allerede en reekke vigtige flader og udregnede Gauss-
krumningen og middel-krumningen for disse og fandt derved nogle gode eksempler pa minimalflader blandt de
klassiske flader. Blandt disse var den ordinaere vindelflade (helikoiden) og katenoiden, som vi behandlede i af-
snit1.4

Vi viser metoden med et saerligt simpelt og ikke szerligt interessant eksempel, men ideen fremstar tydeligere pa
den made

Lad os tage udgangspunkt i en saedvanlig funktion g(x) og udvide den til en funktion af to variable

fxy)=gx) .
Da vi har fjernet afhangigheden af y vil enhver andring alene i y-koordinaten (dvs. vi bevaeger os parallelt med
y-aksen) bevare hgjden af grafen. Fladen er derfor en retlinjet flade med frembringere, der er indbyrdes paral-
lelle med y-aksen.

@velse 2.1

Hvis g(x) = x*, er grafen for g standardparablen.

. \ \\‘
Grafen for f(x,y) =x* fremkommer som en parabel, der glider \ \\\\\\\\\
\\

langs y-aksen

Grafen kaldes en parabolsk cylinder.

Udregn middelkrumningen og Gauss-krumningen i et vilkarligt
punkt. Er det en minimalflade?

\\
:\%\\v‘
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| @velse 2.1 viste du forhabentlig, at den parabolske cylinder ikke er en minimalflade. Men kan en sadan flade
givet ved f(x,y)=g(x) overhovedet veere en minimalflade? Vi udregner de afledede

fi=9'(xX) fu=9"(%)

Alle andre afledede er nul. Differentialligningen for minimalflader forenkles derfor til

(1+fx2)'fyy_2fx'fy'fxy+(1+fy2)'fxx =0
(1+9°(0?)-0-2:'(x)-0-0+(1+0)-g"(x) =0
g’ (x)=0

Denne ligning er et stamfunktionsproblem, og Igsningen er:

gx)=a-x+b
Fladen kan altsa kun veere en minimalflade, hvis den oprindelige funktion er en lineaer funktion, og fladen der-
for er en plan. Enhver plan er selvfglgelig en minimalflade, sa eksemplet er ikke szerligt interessant, men det
viser dog at der er mulighed for at reducere den partielle differentialligning til en saedvanlig anden ordens diffe-
rentialligning. Denne vil da typisk vaere af formen:

g"=h(x,g"

Hvis denne differentialligning kan Igses, kan det normalt ske ret enkelt med et moderne vaerktgjsprogram som
Maple.

Bemeerkning:
Man kan ogsa handregne sig frem ved at omskrive til et system af koblede f@grste ordens differnetiall8igninger:
o (26)
u'=g =h(x,g")=h(x,u)
Her er den anden differentialligning en saedvanlig differentialligning i u, der kan Igses fx ved separation af de
variable (eller ved hjzelp af CAS-vaerktgjet). Og nar fgrst, vi har fundet et eksplicit I@sningsudtryk for u, kan vi
nemt Igse den fgrste differentialligning og dermed finde et udtryk for g.
(Denne sammenhaeng mellem andenordens differentialligninger og koblede differentialligninger kan du fx finde
behandlet i et appendiks til projektmaterialer 2 til Susanne Ditlevsens film, og i projekt 8.7 til Hvad er matema-
tik? A)

2.1 Vindelflader som minimalflader

Hvis en vindelflade har z-aksen som vindelakse, vil dens graf besta af en ret linje vinkelret pa aksen, der snurres
rundt om aksen i takt med at den haeves. Hgjden for vindelsfladen vil derfor kun afhaenge af hvilken af de rette
linjer gennem vindelaksen vi er pa. Deres projektion i x-y-planen er givet ved en ret linje pa formen
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y=ao-x
a=¥
X

Forskriften for en vindelflade er derfor givet pa formen

z=fxy) =g =g(@)., hvor a=Y (27)
X X

(Bemazerk: | afsnit 1.5 betragtede vi en ordinzer vindelflade, hvor bevaegelsen op ad z-aksen foregar jeevnt, og
viste, at dette er en minimalflade. Her betragter vi en vilkarlig beveegelse op af z-aksen).

Vi kan nu spgrge: Hvilke vindelflader er ogsa minimalflader. Vi skal da fgrst have styr pa de afledede:

@velse 2.2. Opstilling af differentialligningen for vindelflader
Vi vil nu indsaette funktionstypen (27) i

(14 £2) £y =26 £, foy +(14£7) £ =0 (25)

Det mest enkle er at udnytte et program som Maple. Se evt. i appendiks.
Man kan ogsa handregne det efter fglgende opskrift:
a) Gor rede for at der gzlder

f.=g"(0)-a, f,=g(0)-a,
fo =0 (@(0,) +g @) 0y S, =" (@ 0,0, +g (@) 0, f,=0"(@) () +g'(®)q,,

oy ! 5y _ 1 _
b) Vis, at: ax——x—z ay—; axx—27 axy——? a,, =0

c) Opstil differentialligningen for vindelfunktionen g, dvs. indsaet ovenstaende i:
(14 £2) £y =26 £, foy +(14£7) £ =0

og reducer.

Under alle omstaendigheder skulle du nu gerne have vist den fglgende saetning:

Saetning 5a. Vindelflader som minimalflader |
En vindelflade z= f(x,y) =g(a), a=X er en minimalflade, netop nar vindelfunktionen g(a) I@ser differenti-
X

alligningen:
g (@) -(1+a®)+2-g(0) - a=0 . (28)

Lgs denne differentialligning med dit veerktgjsprogram — se evt appendiks - og vis:

Saetning 5b. Vindelflader som minimalflader I

En vindelflade z = f(x,y)=g(a), azx er en minimalflade, netop nar vindelfunktionen g har forskriften:
X

g(a)=c, -tan"' (o) +c, (29)
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Tilfeeldet ¢, =0 giver at g er konstant (svarende til at fladen er en vandret plan)
Tilfeeldet ¢, # 0 giver en helikoide.

Bemeerkning: Vil man foretraekke at Igse ved handregning kan man fglge teknikkken i 26, se evt. appendiks

| afsnit 1.5 beviste vi, at helikoiden faktkisk er en minimalflade.

2.2 Omdrejningsflader som minimalflader

Hvis en omdrejningsflade har z-aksen som omdrejningsakse, vil dens graf besta af cirkler rundt langs aksen.
Hgjden for omdrejningsfladen vil derfor vaere den samme for alle punkter med afstanden p ind til omdrejnings-
aksen. Denne afstand er givet ved:

p=x’+y?

Hgjden fastleegges af en funktion g af én variabel. Tegner vi grafen for g i fx zx-planen, hvor z er den uaf-
haengige variabel, sa fremkommer omdrejningsfladen ud fra det seedvanlige omdrejningslegene, genereret af
grafen for g.

Forskriften for omdrejningsfladen er derfor givet pa formen

2=fOoY) =g(xP+y?)=g(p), hvor p=q/x*+y> (30)

Vi kan nu spgrge om der findes omdrejningsflader, der ogsa er minimalflader. Vi skal da fgrst have styr pa de
afledede:

@velse 2.3. Opstilling af differentialligningen for omdrejningsflader
Indsaet funktionstypen (30) i

(14£2) £y =2f, £, foy + (14 £7) fi =0 (25)

Det mest enkle er at udnytte et program som Maple. Se evt. i appendiks.
Man kan ogsa handregne det efter samme opskrift som i gvelse 2.2

Under alle omsteendigheder skulle du na frem til fglgende:

Szetning 6a. Omdrejningsflader som minimalflader Il

En omdrejningsflade z = f(x,y)=g(p), p=\/x2 +y2 er en minimalflade, netop nar omdrejningsfunktionen
g(p) lgser differentialligningen

o' (p)-p+d(p)-(1+g°(p)*) =0 (31)

Lgs denne diffetentialligning med dit vaerktgjsprogram (se evt appendiks) og vis:
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Seetning 6b. Omdrejningsflader som minimalflader Il

En omdrejningsflade z= f(x,y)=g(p), p= \/xz + y2 er en minimalflade, netop nar omdrejningsfunktionen g

har forskriften:

2

g(p)=c,-In| 2+ (ﬂj -1 |+¢c, (32)
G G

Tilfeeldet ¢, =0 giver en konstant funktion, svarende til at fladen er en vandret plan

Tilfeeldet ¢, # O giver en katenoide
Den sidste pastand kan vi se, hvis vi lgser (32) mht p:

@velse 2.4. Kaedelinjen og katenoiden.
z=g(p) angiver afstanden i z-aksens retning, over punktet (x,y). Vi begraenser os til at se pa xz-planen. Her er

z=g(x) afstanden i z-aksens retning, over punktet x. Udfgr selv en tegning af situationen: Vi drejer nu xz-pla-
nen sa z-aksen ligger vandret, og x-aksen er lodret. | denne tiltede plan ligger den kurve, der er drejet om z-ak-
sen som en graf, men vi har udtrykt z om funktion af x. Vi skal have udtrykt x, der her er den afhaengige varia-
bel, som en funktion af z.

2
Vis at vived atlgse z=c-In X4 (iJ —1 |+c, mht. x far en Igsning, der kan reduceres til
ol o
Gz gz
c c
e +e ©
X=6 (33)

hvilket netop er ligningen for en keedelinje. Hvis ¢, =0 ligger kaedelinjen traditionelt, symmetrisk om 0. Gene-

relt ligger den symmetrisk om c,.

Dvs blandt de ikke trivielle omdrejningsflader er katenoiden den eneste minimalflade.
| afsnit 1.5 sa vi, at den faktisk er en minimalflade.

2.3 Forskydningsflader som minimalflader

Som vi tidligere har set er den hyperbolske paraboloide

2=x2—y?

ikke en minimalflade. Den hyperbolske paraboloide er en forskydningsflade, dvs. den kan frembringes af en

parabel, der glider langs en anden parabel. Spgrgsmalet er nu om der findes forskydningsflader som rent fak-
tisk er minimalflader. Vi ser derfor pa forskydningsflader pa formen

z=f(x,y)=g(x)—g(y) (34)
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For at svare pa, om der findes forskydningsflader, der ogsa er minimalflader, skal vi fgrst have styr pa de afle-
dede.

@velse 2.5. Opstilling af differentialligningen for forskydningsflader
Vi vil nu indsaette funktionstypen (34) i

(14 £2) £y =26 £, foy +(14£7) £ =0 (25)

Det mest enkle er at udnytte et program som Maple. Se evt. i appendiks.
Man kan ogsa handregne det efter fglgende opskrift:
a) Ggrrede for at der gaelder

d) f,=d'(x f,=-9'(y)

e) fo=9"(x) fy =0 fy,==9"(y)

b) Indszet disse udtryk i differentialligningen for minimalflader

f) (foz)'fw 26 Sy fy +(1+fy2)'fxx =0

c) Omskriv sa venstre side kun indeholder x og hgjre side kun indeholder y, og vis, at vi far ligningen:
g™  _ dJWw

1+(g™))  A+(gm))

d) Argumenter for, at hvis dette er opfyldt for alle x og alle y, sa er udtrykkene pa hgjre og venstre side
begge lig med en konstant:

g0 _
(1+(g'0)")

8)

(35)

Du skulle nu gerne have vist den fglgende seetning:

Szaetning 7a: Forskydningsflader som minimalflader

En forskydningsflade z = f(x,y) =g(x)—g(y) er en minimalflade, netop nar forskydningsfunktionen g(x) lg-

ser differentialligningen g”(x) = k~(1+g'(X)2) .

Vi ser fgrst, at tilfeeldet k =0 giver, at g(x) er en lineaer funktion.
Vi Igser dernzest differentialligningen i det genrelle tilfaelde ved fgrst at bestemme u =g af
differentialligningen
u=k-(1+u?)
og dernaest bestemme g.

@velse 2.6. Losning af differentialligningen for forskydningsfunktionen.
a) Lgs differentialligningen v’ =k- (1+u2) og vis:
u(x) =tan(k(l+c, - x))
b) L@s derefter differentialligningen g'(x) = tan(k(1+c¢, - x)) og vis:
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g(x) :%1n(1+ (tan (k(+6,-0))" ) +<,

c) Ved at anvende formlen: 1+(tan(x))2 =;2 kan vi omskrive:

(cos(x))

g(X)=lln !
2 | (cos(k+¢ -x)))2

+c,

d) Udnyt logaritmeregnereglerne og omskriv til:
g(x)=—In(cos(k(1+¢,-x)))+c,
e) Indsetnui(34): z=f(x,y)=g(x)—g(y) og vis:
fx.y)=g(x)—g(y)
=—In(cos(k(1+¢,-x)))+ ¢, +In(cos (k(1+¢ - y)))—c,

=ln(cos(k(l+c1-y))J

cos (k(1+¢;-x))

Vi sammenfatter i fglgende saetning:

Szaetning 7b: Forskydningsflader som minimalflader
En forskydningsflade z = f(x,y)=g(x)— g(y) er en minimalflade, netop nar forskydningsfunktionen g

- enten er lineser (svarende til at fladen er en vandret/skra plan)
- eller har forskriften g(x) = —1n(cos(k(1+c1 -x)))+c2
| det sidste tilfaelde har forskydningsfladen ligningen:

_l. cos(k-y+c)
foey)= k 1n[cos(k-x+c)}

Denne minimalflade fandt Heinrich Scherk i 1834. P4 illustrationen er
indtegnet versionen med k=1o0g c=0. Det udspaendte net antyder,

at middelkrumningen, der er gennemsnittet af den maksimale og mini-
male krumning, overalt er 0, altsa at det er en minimalflade.

Scherks flade var den tredje ikke-trivielle minimalflade der blev fundet,
de fgrste to er de, vi har gennemgaet ovenfor:

Katenoiden, der blev fundet sa tidligt som i 1744 af Euler, var det fgrste
eksempel pa en minimalflade, der blev opdaget.

Helikoiden, der blev fundet i 1774 af Euler, og uafhaengigt af hami
1776 af Meusnier var det andet eksempel pa en minimalflade, der blev
opdaget.

delsesmaessige resultater. Prgv at sgge pd minimal surfaces i din browser.

| dag kender man et vaeld af minimalflader, og det er et vigtigt forskningsfelt med mange praktiske og erken-
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3. Roulettefigurer
(1 tilknytning til dette kapitel kan du hente nogle slides samt en filmsekvens med Steen Markvorsen, hvor han
introducerer disse roulettefigurer i sin fortaelling om skumstrukturer.)

Nar vi ruller et bestemt geometrisk objekt langs en akse, sa kan vi spgrge, hvilken kurve tegnes af et punkt, vi
har markeret pa det geometriske objekt, mens dette ruller? Denne kurve kaldes en roulettefigur. De mest inte-
ressante roulettekurver fremkommer ved at rulle de sakaldte keglesnit (cirkler og ellipser, parabler og hyperb-
ler) langs en akse og sa lade keglesnittets breendpunkt tegne en kurve. Det viser sig nemlig, at lader vi disse kur-
ver rotere om aksen og frembringe omdrejningslegemer, sa vil omdrejningsfladerne have konstant middel-
krumning! Og ikke nok med det — det er de eneste omdrejningsflader, der har konstant middelkrumning!

Dette resultat blev vist af den franske matematiker Charles-Eugene Delaunay (1816-1872) i 1841, og fladerne
er i dag opkaldt efter ham — de kaldes Delaunay flader. Sa vi udvider perspektivet i dette afsnit fra minimalfal-
der til flader med konstant middelkrumning. Minimalfladerne er klart nok en delmaengde heraf.

Delaunays resultat motiverer, at vi studerer disse roulettefigurer naermere. Den simpleste af disse fremkom-
mer ved at lade en cirkel rulle, og undersgge den kurve, som braeendpunktet, dvs cirklens centrum tegner. Det
er jo en ret linje, der altsa er en roulettefigur.

Nar vi drejer linjen om aksen fremkommer en cylinder. Og cylinderfladen har, som Steen Markvorsen omtaler i
filmen, konstant middelkrumning. Er cirklens radius r, sa bliver dette ogsa radius i cylinderen. Cylinderens
krumning i leengdeaksens retning er klart lig med 0. Krumningen vinkelret herpa er som krumningen for en cir-

1 1 1
kel med radius r, dvs l Middelkrumningen i et tilfaeldigt punkt er derfor 5-[0+—j=—2
r r r

Cirklen er én made en ellipse kan udarte pa: Her er de to braeendpunkter smeltet sammen til ét. En anden made,
en ellipse kan udarte pa er, at lilleaksen bliver 0, sa ellipsen bliver til en ret linje. Nar vi lader en rewt linje rulle
pa en anden linje, og sp@rger hvilken kurve linjens endepunkt tegner, sa er det klart en raekke cirkelbuer. Rote-
rer vi dem far vi en raekke kugleflader. Pa en kugleflade vil to vilkarlige ortogonale retninger hver vaere en del af

1 1
cirkler med krumning lig med —, sa kuglefladen har, som omtalt i filmen, konstant middelkrumning lig med —.
r r

Det bliver straks vanskeligere, nar vi ser pa de "almindelige” keglesnit, parabler, ellipser og hyperbler. | det fgl-
gende vil vi undersgge Delaunay fladerne hgrende til parabler (katenoider) og til ellipser (unduloider). Vi vil her
lade hyperblens Delaunay fade (nodoiden) ligge. Som opvarmning til de geometriske og analytiske metoder, vi

vil anvende, ser vi pa den mest kendte roulette figur, nemlig cykloiden.

Cykloiden fremkommer nar man fglger et randpunkt pa en cirkel (et hjul), der ruller langs en ret linje. Vi har
behandlet cykloiden i forbindelse med vektorfunktioner. Det er forholdsvis nemt at konstruere disse rouletter
geometrisk. Det er lidt sveerere at holde styr pa dem analytisk, sa det vil vi ogsa kigge pa.
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Den generelle teknik bestar i at opretholde et dobbelt perspektiv pd rouletten. Vi kan enten se pa den fra den
rette linjes perspektiv, hvor den rette linje holdes fast, og hvor den rette linje er en tangent til den rullende fi-
gur. Men vi kan ogsa se pa den fra figurens perspektiv, dvs. holde figuren fast og i stedet lade linjen, der er en
tangent, rulle langs figuren. | begge tilfaelde kan vi regne pa, hvor det frembringende punkt er i forhold til de
relevante koordinatakser. Det er nemmest at forklare de to akvivalente synsvinkler ud fra de konkrete eksem-
pler.

3.1 Cykloiden

| dette tilfaelde har vi en cirkel, der ruller langs en ret linje. Pa randen af cirklen er der et fast punkt. Hvilken
kurve tegner dette punkt, mens cirklen rulle? Kurven kaldes en cykloide. Den undersgger vi nu naermere.

For nemheds skyld bruger vi en enhedscirkel, der ruller langs x-aksen. | dette tilfaelde findes der en meget sim-
pel parametrisering, nemlig ved som parameter at bruge buelaengden t, som cirklen har rullet.

43 T
— T =
7 = ) = s
/ " D
/ \\
| (;0 Qo R c ‘
‘.\\ /5
R,
\ 1?_,,.// ‘
F1.93 7o Q (2-42’0) n (2.1[)0)6.76
-1.46

Cykloidens parameterfremstilling
Cykloiden fremkommer ved at lade randpunktet T afszette et spor. Vi ser da, at x-koordinaten for randpunktet
er givet ved

x=TP—PQ
Tilsvarende er y-koordinaten givet ved
y=T1Q

Her afleeses bueleengder og kordestykker pa den rgde cirkel. Men de kunne lige sa godt vaere afleest pa den
gronne cirkel, noget vi skal udnytte i forbindelse med de mere komplicerede roulettefigurer frembragt af pa-
rablens breendpunkt, henholdsvis ellipsens braeendpunkt.
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Pvelse 3.1

a) Ggrrede for at korden PQ er givet ved

PQ= cos(g—t) —sin(t)

b) Ggr rede for at korden TR er givet ved

TR= sin(g—t) =—cos(t)

c) Ggrrede for at parameterfremstillingen for cykloiden derfor er givet ved
x=t—sin(t)
y=1-—cos(t)

d) Tegn cykloiden bade som et geometrisk sted, hvor du lader cirklen rulle, dvs. afbilder randpunktet T
som funktion af rgringspunktet P, og som parameterkurve.

Omdrejningslegemet hgrende til cykloiden

@velse 3.2: lllustration af Cykloiden
Ggr rede for at ved drejning om x-aksen far omdrejningslegemet frembragt af cykloiden, netop parameterfrem-
stillingen

(t—sin(t),(1-cos(t))-cos(u),(1-cos(t))sinu)), 0<u<2n

hvor u er drejningsvinklen omkring x-aksen. Tegn omdrejningslegemet i et 3d-graftegneprogram.

Det er oplagt at cykloiden ogsa kan opfattes som en graf for en funktion f, men forsgger vi at eliminere para-
meteren t, skal vi lgse en transcendent ligning x =t —sin(t), der ikke har en analytisk I@sning. Nar vi skal ud-

regne forskellige karakteristika hgrende til cykloiden, sdsom buelaengder, arealer og rumfang kan vi derfor godt
tage udgangspunkt i de velkendte formler for grafen for en funktion, men nar integralerne skal udregnes sker
det ved substitution af parameterfremstillingen. Undervejs far vi brug for nogle simple trigonometriske form-
ler: Den pythagorzaeiske identitet og formlerne for de dobbelte vinkler:

cos(t)” +sin(t)* =1
cos(2t) = cos(t)* —sin(t)* =2cos(t)* —1=1-2sin(t)*
sin(2t) =2-sin(t)-cos(t)

@velse 3.3. Buelaengde og areal for cykloiden

a) Gegrrede for, at der geelder de fglgende formler for buelaengden og find herved buelaengden hgrende
til cykloiden:

s=["" 1+[d”j de=["" (dtj +(Z’t’j dr=2[ s1n[2]dt
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b) Ggr rede for, at der geelder de fglgende formler for arealet og find herved arealet hgrende til cykloi-
den:

A= J ydx J y-%dt:4jjnsin(%j4 dt

Giv en passende geometrisk tolkning af arealformlen.

@velse 3.4: Overfladeareal og rumfang af omdrejningslegemet

a) Ggrrede for, at der geelder de fglgende formler for overfaldearealet og find herved overfladearealet
hgrende til cykloidens omdrejningslegeme:

0= I 2T[y (Z)’:j dx=2m- t_zny- (%j (Z);j dt = 8nf sm(zj dt

b) Gor rede for, at der geelder de fglgende formler for rumfanget og find herved rumfanget hgrende til
cykloidens omdrejningslegeme:

6
_ x=21 2 . t=2m 2 dx
V—LZO -y dx=n LO ™ —dt=8m- I sm( j dt

3.2 Kadelinjen

Vi skal bruge en snedig parameterfremstilling for parablen. Vi tager udgangspunkt i enhedsparablen, hvor af-
standen mellem braendpunktet F og toppunktet T netop er 1. Der er tradition for at laegge den vandret i koordi-

natsystemet. Ligningen for enhedsparablen er da givet ved y> =4-x.

Lidt grundlaeggende hyperbolsk trigonometri:

Du far brug for at kunne regne pa de hyperbolsk-trigonometriske funktioner, noget dit CAS-program kun i et vist
omfang vil vaere dig behjalpeligt med.

Definition. Lige og ulige funktioner
En funktion f kaldes lige, hvis grafen er symmetrisk omkring y-aksen, dvs. f(—x) = f(x).

En funktion kaldes ulige, hvis grafen er symmetrisk omkring Origo (0,0), dvs. f(—x)=—f(x) .
Betegnelsen lige og ulige kommer fra potensfunktionerne:
@velse 3.5. Potensfunktioner

a) Ger rede for at en potensfunktion x” er lige netop nar potensen n er lige.

b) Gor rede for at en potensfunktion x” er ulige netop nar potensen n er ulige.
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c) Ggrrede for at et polynomium er lige, netop nar det kun indeholder lige potenser, dvs. det er pa for-
men: p(x)=a,+a, x> +a, x*+..+a, -x**

d) Ggrrede for at et polynomium er ulige, netop nar det kun indeholder ulige potenser, dvs. det er pa for-
men: p(x)=a, X +a, X +a5- X" +..+0a,,, X"

Det sidste kan udvides til taylorraekker og potensraekker, dvs. til alle analytiske funktioner, noget vi ikke vil for-
felge naermere her. Ud fra gvelsen er det oplagt at ethvert polynomium kan spaltes entydig som en sum af et
lige polynomium og et ulige polynomium. Men det galder faktisk for enhver funktion at den kan spalts entydigt
som en sum af en lige funktion og en ulige funktion:

@velse 3.6. Enhver funktion er sum af en lige og en ulige
Gor rede for at funktion f kan spaltes entydigt som summen af den lige funktion og den ulige funktion:

frge ) =%-(FOO)+f(=x)) e 0 =%-(FOO—f(=x))

Nogle funktioner er fgdt lige eller ulige. Det geelder fx de sadvanlige trigonometriske funktioner cos(x) og

sin(x). Mens andre er fadt blandede. Det galder fx den naturlige eksponentialfunktion e” . Det fgrer til definiti-
onen af de hyperbolsk trigonometriske funktioner:

Definition. De hyperbolsk trigonometriske funktioner
Den lige del af den naturlige eksponentialfunktion kaldes cosh(x) (leeses: cosinus hyperbolsk af x) , dvs.

cosh(x) =M
Grafen for cosh(x) kaldes en kaadelinje.
Den ulige del af den naturlige eksponentialfunktion kaldes sinh(x) (laeses: sinus hyperbolsk af x), dvs.
X _e—X
2
Endelig defineres den hyperbolske tangensfunktion som kvotienten mellem sinh(x) og cosh(x), dvs.

sinh(x)= €

sinh(x) e*+e™

tanh(x) = = —
cosh(x) e*—e™

@velse 3.7:
a) Tegn graferne for cosh(x), sinh(x) og tanh(x).
b) Vis de grundlaeggende hyperbolsk-trigonometriske formler:
cosh(t)? —sinh(t)* =1
cosh(2t) = cosh(t)” +sinh(t)* = 2cosh(t)* —1=1+2sinh(t)’
sinh(2t) = 2-sinh(t) - cosh(t)
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c) Vis de grundlaeggende regler for differentiation af de hyperbolsk trigonometriske funktioner:
sinh’(x) = cosh(x)

cosh’(x) = sinh(x)

Parablens geometri
Med dette i baghovedet gar vi nu i gang med at undersgge enhedsparablen y> =4-x naermere. Vi starter rent

geometrisk med at prgve at forsta de vigtigste egenskaber ved braandpunktet.

6.67 T v
1 2
x=—-ry
4
P
O
y=0.53r+1.9
Q
1
.
-2.52 T 1;3(1,0) 17.48

“6.67

@velse 3.8:

a) Tegn enhedsparablen og afszet et frit punkt P pa enhedsparablen. Afseet ogsa breendpunktet F£(1,0),
toppunktet 7(0,0). (I TI-Nspire CAS kan enhedsparablen tegnes ud fra breendpunkt og toppunkt).

b) Afsaet tangentlinjen gennem P. Den skaerer y-aksen i punktet Q.

c) Undersgg nu eksperimentelt de to trekanter FTQ og FQP. Hvilke slags trekanter er der tale om og hvor-
dan er de forbundne?

d) Tegn ogsa den vandrette linje gennem punktet P. Det svarer til en lysstrale, der kommer vandret ind fra
hgjre. Den rammer parablen og spejles i tangentlinjen. Hvad observerer du?

Du skulle nu gerne have fundet en masse egenskaber ved den ovenstaende figur. For at bevise dem far vi brug
for en parametrisering af enhedsparablen. Udgangspunktet er da den lille gule retvinklede trekant FTQ med
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den vandrette katete 1. Vi traekker da pa den pythagoreaeiske seetning hgrende til de hyperbolsk trigonometri-
ske funktioner: 1+sinh(t)* = cosh(t)*

Parablens parameterfremstilling

Hvis vi lader den lodrette katete vare sinh(t), bliver hypotenusen altsa netop cosh(t). Udnytter du nu de
fundne egenskab er ved trekanterne kan du nu traevle den orange trekant FQP op, hvorved du gerne skulle
finde:

3.83 ¥

sinh(

(0.5inn(z))¢

sinh(t)

L
1Y,
ur

-3.83

Vi har altsa nu fundet den fglgende parametrisering af enhedsparablen y2 =4x:
(x,y)= (sinh(t)z, 2. sinh(t))

Pa basis af denne parametrisering kan vi nu fgrst finde hastighedsvektoren og dermed en passende tangent-
vektor. Dernaest kan vi finde tangentens ligning og endelig diverse afstande. Vi kan derfor nu analytisk godtggre
alle de eksperimentelt fundne resultater:
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@velse 3.9. Pedalafstanden FQ og braendpunktsafstanden FP

a) Gor rede for at hastighedsvektoren er givet ved: ;(t) = (2 -sinh(t)-cosh(t),2- cosh(t))
b) Gor rede for at farten er givet ved: HG(t)H =2-cosh(t)’ =1+cosh(2t)

c) Gegrrede for at normalvektoren kan vaelges til: ,T,(t) = (1,—sinh(t))

d) Gor rede for at leengden af denne normalvektor er givet ved : HB(t)H =cosh(t)

e) Gor rede for at tangentligningen er givet ved:  (x —sinh(t)?) —sinh(t)-(y —2-sinh(t)) =0, der kan
forenkles til: ~ x—sinh(t)-y +sinh(t)* =0 .

f) Gegrrede for at afstanden fra braendpunktet F = (1,0) til tangenten er givet ved: |FQ| =cosh(t) .

g) Ger tilsvarende rede for at afstanden fra braendpunktet F =(1,0) til réringspunktet P for tangenten er
givet ved: |FP| =cosh(t)’.

h) Ggr endeligt rede for at afstanden fra rgringspunktet P til fodpunktet Q pa tangenten er givet ved:
PQ =sinh(t)-cosh(t).

1 11.83 T v

Vi har nu samlet ammunition nok til, at vi \ ‘.‘{ 0
| )x1\7)=t

kan finde parameterfremstillingen for roulet- \ y1(e)=cosh(r)
ten. Fogrst skal vi have fat i buelaengden. \ \
Dernaest kan vi beregne koordinaterne til ‘\
roulettepunktet, dvs. breendpunktet i det fa-
ste koordinatsystem, hvor x-aksen er en tan- \\
gent. Denne gang starter vi altsa med at lade \ \
enhedsparablen sta lodret op og derefter \
rulle til hgjre som vist pa figuren. Alle bereg- \
ninger udfgres pa den grgnne parabel, dvs. o }H \

for at finde koordinaterne til roulettepunktet | |, [ GRS v o .
drejes den rgde parabel tilbage, sa den ligger i3 K
oveni den grgnne parabel. Derved svinger x- | Kig ngje pa figuren - du kommer selv til at tegne en lignende

aksen over i tangenten til punktet P, . om et lille gjeblik.

Parameterfremstillingen for roulettefiguren: Kadelinjen

@velse 3.10. Roulettekurven
a) Ggrrede for at bueleengden er givet ved

to ||~ t
s(t,) = IO Hv(t)” dt= .[0 1+cosh(2t) dt =t, +sinh(t,)-cosh(t,)

b) Gegr rede for at x-koordinaten er givet ved x =s(t,) —|PQ| =t,
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c) Gor rede for at y-koordinaten er givet ved y = |FQ| =cosh(t,)

d) Gegr rede for at rouletten netop ma vaere kadelinjen: y =cosh(x) !

Vi mangler nu kun at illustrere den rullende parabel med den tilhgrende roulettekurve. Men hertil kan vi jo
treekke pa de fundne parameterfremstillinger!

@velse 3.11. Animation af roulette figuren
a) Tegn en lodret enhedsparabel med tilhgrende toppunkt 7, og breendpunkt F; .

b) Tegn en tangentlinje med et frit rgringspunkt P, og det vinkelrette fodpunkt Q, for breendpunktet F,.

c) Find parameterveerdien t . hgrende til rgringspunktet, idet du ved X, =2-sinh(t_var).

—

d) Find veerdien af bueleengden T P, , idet du ved at bueleengden er givet ved
t _var+sinh(t _var)-cosh(t _var)
e) Afsaet buelaengden ud af x-aksen, sa du far konstrueret rgringspunktet P for den rullende parabel.
f) Overfgr nu trekanten aF,Q P, til den rullende parabel.
g) Konstruer centrum for den drejning, der fgrer trekanten aF,Q,P, over i trekanten aFQP og udmal
drejningsvinklen v.

h) Drej nu den lodrette parabel, sa den overfgres i den rullende parabel og kontrollér, at det drejede
brandpunkt F, netop Igber langs keedelinjen y =cosh(x).

Omdrejningslegemet hgrende til kaedelinjen

@velse 3.12. lllustration af Katenoiden
Ggr rede for at ved drejning om x-aksen far katenoiden, dvs. omdrejningslegemet frembragt af kaedelinjen,
netop parameterfremstillingen:

(t,cosh(t)- cos(u),cosh(t)-sin(u)), 0<u<2m

hvor u er drejningsvinklen omkring x-aksen. Tegn katenoiden i et 3d-graftegneprogram.

@velse 3.13. Buelzengder og arealer og rumfang hgrende til kaedelinjen.
Da vi kender forskriften for keedelinjen som en funktion kan vi bruge de klassiske formler til at udregne de tilhg-
rende buelangder, arealer hgrende til kaedelinjen, samt overfladearealer og rumfang af omdrejningslegemer:
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s(to)=[ "1+ £ (x) dx
Alty) = Flx) ax
Oft,)=2rt- " f(x)- 1+ f (x)” dx

V(t,) =T jo F(x)? dx

Ggr dette!

Eksperimenter med katenoider

| det foregaende har vi taget udgangspunkt i en enhedsparabel, hvor afstanden mellem braendpunkt og top-
punkt er 1. Men alle parabler er ligedannede, sa vi kunne lige sa godt have taget udgangspunkt i en vilkarlig pa-
rabel, hvor afstanden mellem braendpunkt og toppunkt er b. Den tilhgrende kaedelinje bliver da ogsa skaleret
op med faktoren b.

@velse 3.14
a) Ggrrede for at parameterfremstillingen for parablen denne gang er givet ved

(x,y)= (b-sinh(t)z,Zb-sinh(t))
svarende til forskriften
y>=4b-x
b) Ggr rede for at parameterfremstillingen for kadelinjen denne gang er givet ved
(x,y)=(b-t,b-cosh(t))

svarende til forskriften

X
=b-cosh(—
y (b)

Nar man udfgrer eksperimenter med katenoiden udnytter man at det er en minimalflade, og at den derfor kan
fremkomme ved at udspande en passende sa&behinde, jfr. figuren naeste side.

Her er seebehinden spaendt op mellem to cirkelformede metaltrade, der er spandt fast mellem kaeberne pa en
skydelaere, sa man nemt kan kontrollere afstanden mellem de to cirkler. Tilsvarende kan man nemt opmale ra-
dius for de to cirkler.

Laeg meerke til, at nar de to cirkelformede metaltrade er abne er trykket det samme pa indersiden og ydersi-
den, hvorfor middelkrumningen netop er nul.
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Figuren er Iant fra artiklen: In-situ observation of a soap film catenoid - a simple educational physics experiment.
Masato Ito and Taku Sato, Department of Physics, Aichi University of Education, Kariya, 448-8542, JAPAN

Kaldes hgjden af katenoiden, dvs. afstanden mellem de to cirkler, for h, og kaldes radius af cirklerne for R, kan

vi nu tilpasse katenoidens formparameter b, sa den gar gennem de to cirkler.

@velse 3.15
a) Ggr rede for at sammenhangen mellem hgjden h og radius R er givet ved

ﬁzzé-cosh‘1 R
R R b
N . b h
Hvis vi maler med radius R som enhed, dvs. saetter x :E og y, :E geelder derfor

1
y, =2x-cosh™ (=)
X

h
b) Tegn grafen for den normaliserede hgjde y, :E som funktion af den normaliserede formparameter

b
X :E , og gor rede for at der findes en kritisk hgjde y. =1.3255, sa der for hgjder mindre end y,_er

netop to katenoider, mens der for hgjder stgrre end y_ikke er nogen katenoide, der forbinder de to
cirkler.
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c) Ggrrede for at overfladearealet af katenoiden er givet ved

2
O=27T'R2(£j . cosh‘1(5j+l-sinh 2cosh_1(5j
R b) 2 b
2 2
=2H'R2-(£j . cosh‘1(5j+5- (Ej -1
R b) b b

b
d) Hvis viigen maler med radius som laengdeenhed pa x-aksen, dvs. saetter x :E , 0g denne gang bruger

kan dette omskri-

det dobbelte cirkelareal 27 -R* som arealenhed pa y-aksen, dvs. setter Y, = s

ves til formen

2
y,=x"" cosh_l(lj+1- (lj -1
x) x \\«x

=x"-cosh™ (lj+\/1—xz

X

o)
e) Tegn grafen for det normaliserede overfladeareal y, :ﬁ som funktion af den normaliserede
T[ .

b h
formparameter x :E i det samme koordinatsystem som den normaliserede hgjde y, :E.

f) Argumentér nu ud fra graferne, for at den brede katenoide (stor b-vaerdi) har mindre overfladeareal
end den tynde katenoide (lille b-veerdi). Argumentér ogsa for, at den brede katenoide indtil en vis kri-

h
tisk veerdi x, =F° har et mindre overfladeareal end det dobbelte cirkelareal y, =1, men at den efter

den kritiske veerdi har et stgrre overfaldeareal end det dobbelte cirkelareal, hvorfor den ikke laengere
repraesenterer en stabil seebehinde, idet seebehinden med fordel kan briste og i stedet deekke de to
metalcirkler. Lav passende illustrationer undervejs.

3.3 Unduloiden

Ellipsens geometri
Unduloiden er roulettekurven hgrende til en ellipse. Sa fgrst vil vi prgve at forsta de vigtigste egenskaber ved
en ellipse. Vi gar ud fra at du allerede er fortrolig med ellipsen som en fladtrykt cirkel og ellipsen som det geo-

metriske sted for de punkter, hvor summen af afstandene til t breendpunkter F, og F, er konstant:
FP+FP=2a

hvor a betegner den halve storakse. Ellipsens geometri og ligning kan du finde behandlet i Hvad er Matematik?

B, kapitel 0, samt i en raekke forskellige projekter, du kan finde i registrene.
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Der findes forskellige notationer i forbindelse med ellipsen. Ofte indfgrer man den sakaldte excentricitet e,
hvorved afstanden fra centrum til braendpunkt er givet ved a-e.

Men lige sa ofte benytter man den sakaldte a-b-c-notation, hvorved afstanden fra centrum til breendpunkt er
givet ved c. Koordinaterne til breendpunkterne er da givet ved F, =(c,0) og F, =(-c,0).

| det fglgende benytter vi a-b-c-notationen.

3.33 y

T = >

-3.33
Laeg maerke til at a, b og c netop er siderne i en retvinklet trekant, men laeg ogsa meerke til at det er den halve
storakse a, der er hypotenusen, dvs.

a’=b"+c’

Vi leegger igen rent geometrisk ud med en undersggelse af braeendpunkternes rolle i ellipsen.

@velse 3.16. De karakteristiske trekanter
a) Tegn ellipsen og afsaet et frit punkt P pa randen. Afsaet ogsa braendpunkterne F,(c,0) og F,(—c,0),

samt toppunkterne T,(a,0) og T,(~a,0). (I TI-Nspire CAS kan ellipsen tegnes ud fra de to breendpunk-
ter og et toppunkt — se figuren naestteb side). Tilfgj den omskrevne cirkel.

b) Afszet tangentlinjen gennem P og konstruer fodpunkterne Q; og Q, for normalerne gennem braend-
punkterne.

c) Undersgg nu eksperimentelt de to trekanter aF,PQ, og aF,PQ, . Hvilke slags trekanter er der tale om
og hvordan er de forbundne?
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d) Braendstrdlen F,P svarer til en lysstréle, der udgdr fra det ene breendpunkt. Den rammer ellipsen og

spejles i tangentlinjen. Hvad observerer du?

Ellipsens parameterfremstilling

Du skulle nu gerne have fundet en masse egenskaber ved den ovenstaende figur. For at bevise dem far vi brug
for en parametrisering af ellipsen. Udgangspunktet er da karakteriseringen af ellipsen som en fladtrykt cirkel.
Den omskrevne cirkel har som bekendt parameterfremstillingen

(x,y)=(a-cos(t),a-sin(t))

@velse 3.17. Ellipsens parameterfremstilling
Gor rede for at ellipsen dermed far parameterfremstillingen (se den fglgende figur)

(x,y)=(a-cos(t),b-sin(t))
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'\ (a- cos(t).a- sin(f))
P(a' cos(t) b sin(t))

Qr

1.08 rad
N r~(-a,0) F=(—¢0) '

-3.33

Vi tager nu fat pa at finde analytiske udtryk for de forskellige trekantsider. Vi leegger ud med braendstralerne:

r,=FPogr,=FP,
hvor vi jo pa forhand ved at summen af braendstralerne netop er ellipsens storakse:
r+r,=2a

@velse 3.18. Braendstralerne
a) Ggrrede for at

r,—r’=4-a-c-cos(t)

b) Udnyt en kvadratsaetning til at vise at det ovenstaende kan reduceres til
r,—r,=2-c-cos(t)

c) Gdgr rede for at leengderne af braendstrdlerne er givet ved
r,=FRP=a—c-cos(t) og r,=F,P=a—c-cos(t)

Herefter er vejen banet til at finde pedalafstandende d, =F,Q, og d, =F,Q, og den vigtige sammenhang:
d -d,= b’

Der spiller samme rolle som summen af braendstralernes laengde.
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Pvelse 3.19. Pedalafstandene FQ, og F,Q,

a) Ggr rede for at hastighedsvektoren er givet ved: ;(t) = (—a -sin(t),b- cos(t))

b) Ger rede for at normalvektoren kan vaelges til: n(t) = (—b-cos(t),—a-sin(t))

c) Gegrrede for at laengden af denne normalvektor er givet ved : Hﬁ(t)” =4Ja’ —c*-cos(t)’ = Jhoh

d) Gor rede for at tangentligningen er givet ved:  —b-cos(t)-(x —a-cos(t))—a-sin(t)-(y —b-sin(t))=0
, der kan forenkles til: —b-cos(t)x—a-sin(t)-y+a-b=0 .
e) Gor rede for at afstanden fra breendpunkterne F, = (C,O) og F, =(—c,0) til tangenten er givet ved:
b-(a—c-cos(t)) b-r, b-(a+c-cos(t))  b-r,
\/a2 —c”cos(t)’ - \/rl °r, \/a2 —c”cos(t)’ - \/rl °r, '
f) Gegrrede for at produktet af de to afstande fra braandpunkterne til tangenten er konstant:
d, -d,= b

d, =|F101| = og d, =|FZQZ| =

@velse 3.20 Tangentstykkerne PQ, og PQ, .
Ggr rede for at tangentstykkerne PQ, og PQ, er givet ved
_csin(t)-(a—c-cos(t)) c-sin(t)-r, O, = c-sin(t)-(a+c-cos(t)) c-sin(t)-r,

\/OZ—CZ~COS(t)2 - \/fl'fz ° ’ \/02—C2~C05(t)2 - \/fl'fz

1

Parameterfremstillingen for roulettefiguren

Vi har nu samlet ammunition nok sammen til, at vi kan finde parameterfremstillingen for rouletten. Fgrst skal
vi have fat i bueleengden. Dernaest kan vi beregne koordinaterne til roulettepunktet, dvs. braendpunktet i det
faste koordinatsystem, hvor x-aksen er en tangent, dvs. denne gang starter vi altsa med at lade ellipsen sta lod-
ret op og derefter rulle til hgjre som vist pa figuren. Alle beregninger udfgres pa den grgnne ellipse, dvs. for at
finde koordinaterne til roulettepunktet drejes den rgde ellipse tilbage, sa den ligger oveni den grgnne ellipse.
Derved svinger x-aksen over i tangenten til punktet P, .

Kig ngje pa figuren pa naeste side - du kommer selv til at tegne en lignende om et lille gjeblik.
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1077 | ¥

Xl(t):s(z) c Sin(t)- (afc- COs(t))
a2—c2- (cos(r))?

b: (a—c- cos(t)

azfc2 . (cos(zﬁ)) 2

16.77

@velse 3.21. Roulettekurven

to I~ t
a) Gor rede for at bueleengden er givet ved s(t,) = L Hv(t)” dt =J1) \Ja® —c*-cos(t)’ dt.

NB! Denne buelaengde kan ikke udtrykkes ved hjzelp af de almindelige standardfunktioner!

b) Ggr rede for at x-koordinaten er givet ved

e stt) ol [T oy e & )8 cost)

\/a2 —c”-cos(t,)’

b-(a—c-cos(t,))

c) Gor rede for at y-koordinaten er givet ved y = |FQ| =
\Ja>—c*-cos(t,)

d) Tegn parameterkurven for rouletten, idet du som parameterinterval bruger [0;2m]

Vi mangler nu kun at illustrere den rullende ellipse med den tilhgrende roulettekurve. Men hertil kan vi jo
traekke pa de fundne parameterfremstillinger!

@velse 3.22. Animation af roulette figuren
a) Tegn en lodret ellipse med tilhgrende toppunkter og braendpunkter.

b) Tegn en tangentlinje med et frit rgringspunkt P, og det vinkelrette fodpunkt Q, for braeendpunktet F,.

c) Mal parameterveaerdien t . hgrende til rgringspunktet, idet du udnytter den omskrevne cirkel.
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—

d) Find veerdien af bueleengden T P, , idet du ved at buelaengden er givet ved

t_var
s(t_var)= IO a’ —c?-cos(t)’ dt

e) Afszet bueleengden ud af x-aksen, sa du far konstrueret rgringspunktet P for den rullende ellipse.

f) Overfgr nu trekanten aF,Q P, til den rullende ellipse.

g) Konstruer centrum for den drejning, der fgrer trekanten aF,Q,P, over i trekanten aFQP og udmal
drejningsvinklen v.

h) Drej nu den lodrette ellipse, sa den overfgres i den rullende ellipse og kontrollér, at det drejede braend-
punkt F, netop Igber langs unduloiden.

Eksperimenter med Delaunay-fladen hgrende til unduloiden
Nar man drejer unduloiden omkring sin symmetriakse fremkommer en Delaunay-flade, der er naturligt fore-

kommende som en sa&behindeflade med konstant middelkrumning svarende til at der er konstant trykforskel
mellem det indre og ydre af saebehinden.

Her ses den fotograferet fra et elevbesgg pa DTU. Den kan ikke tegnes direkte i et program som TI-Nspire CAS,
fordi parameterfremstillingen ikke kan udtrykkes ved standardfunktioner, sa her ma man ngjes med profilkur-
ven altsa roulettekurven. Parametrene for ellipsen aflaeses eksperimentelt der, hvor Delaunay-fladen er smal-
lest og bredest, dvs. minimum og maksimum for roulettekurven. De ma nemlig vaere givet ved a—c og a+c.
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4. Appendiks

4.1 Lgsning af saetning 5b ved handregning

Szetning 5a. Vindelflader som minimalflader |

En vindelflade z = f(x,y)=g(a), 0L=X er en minimalflade, netop nar vindelfunktionen g(a) lgser differenti-
X

alligningen:

g (@) -(1+a®)+2-¢(0) - a=0 . (28)

Denne differentialligning Igses ved at anvende teknikken med omskrivning til to fgrsteordens differen-
tialligninger: Vi indfgrer hjeelpevariablen u=g" hvorved andenordens differentialigningen omformes til det

felgende system af koblede differentialligninger:

,  2-.u-a (29)
u J—

@velse
a) Vis at differentialligningen ¢”(0)- (1+a%)+2-g’(a) - a =0 kan omskrives til:

du [ 2-aj
—=y-| -
da 1+a?

b) Lgs differentialligningen ved hjzlp af separation af variable, og vis, at:

G

u=
1+a?

c) Lgs derefter differentialligningen g"=u hvor du indsaetter det fundne udtryk for u.

1
(Hint: SIa op i en tabel over stamfunktioner, hvis du ikke kender stamfunktioner til e )
+ X

Du skulle nu gerne have vist den fglgende saetning:

Szaetning 5b. Vindelflader som minimalflader Il

En vindelflade z= f(x,y) =g(a), a=X er en minimalflade, netop nar vindelfunktionen g har forskriften:
X

g(a)=c - tan_l(a) +c,
Tilfeeldet ¢, =0 giver, at g er konstant (svarende til at fladen er en vandret plan).

Tilfeeldet ¢, #0 giver en helikoide.
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4.2 Lgsning af saetning 5.b ved brug af Maple

Ovelse 2.2 - Opstilling af differentialligningen for vindelfladen
For at lette skrivearbejdet defineres.

()

(%)

Vi kan kontrollere, at maple faktisk differentierer sammensat:

ox -
D pa
) (g) ( . j y
2
X
Nu kan vi pa én gang fa udregnet og reduceret udtrykket:

& o 0 &

o 2 0
s:mpltﬁ/[expand[(l + ( o z) ) 8y2 z—2- ox ~ 3y Z 5y 6)’2+ (1 + ( 3y z

X X

D% (g)( 2 ]2+ D7 () (£ ] 57 +2D(g) (£ ) yx
4
X
Dvs ligningen er:

D”’(g)(f;jx2+D(2><g>(§)y2+2D(g)(f)yx
=0

4
X

3 2
Gange med x™ :

(2] o) (2 vame (1) (2)

Indfer a:

2
D (g) () +D?(g)(a) (o) +2D(g) () () =0
som er den enskede andenordens differentialligning.

Lesning af differentialligningen:

dsotve(D® (g) (o)) +D?(g) () (a0)* +2D(g) (o) () =0)
g(o) =_CI +arctan(a) _C2

e

R
Uddannelse

EGMONT

)

@

d)

“@
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4.3 Lgsning af saetning 6b ved handregning

Seetning 6a. Omdrejningsflader som minimalflader |

En omdrejningsflade z = f(x,y)=g(p), p=\/x2 +y2 er en minimalflade, netop nar omdrejningsfunktionen
g(p) lgser differentialligningen

g'(p)-p+9'(p)-(1+d(p)*) =0.

Denne differentialligning Igses ved at anvende teknikken teknikken med omskrivning til to fgrsteordens
differentialligninger: Vi indfgrer hjaelpevariablen u=g" hvorved andenordensdifferentialigningen omformes til

det fglgende system af koblede differentialligninger:

g'=u
u-(1+u?
p
@velse
, u~(1+u2
Lgs differentialligningen U = ——————— ved hjalp af separation af variable.
p

Lgs derefter differentialligningen g’ =u hvor du indsaetter det fundne udtryk for u.

Du skulle nu gerne have vist den fglgende seetning:

Szetning 6b: Omdrejningsflader som minimalflader Il
En omdrejningsflade z= f(x,y)=g(p), p=+/x"+y> eren minimalflade, netop nar omdrejningsfunktionen

g er konstant (svarende til at fladen er en vandret plan) eller har forskriften

ln(cl.(\/p2—1+p)) . .
+¢, =—-cosh™ (¢, - p)+c, (svarende til at fladen er en katenoide)

G G

g(p)=

Ogsa denne gang fangede vi altsa en ikke-triviel omdrejningsflade nemlig katenoiden.
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4.4 Losning af gvelse 2.3 og satning 6b ved brug af Maple

Ovelse 2.3 - Opstilling af differentialligningen for omdrejningsfladen

4y 1)

S A o

z:i= g(\/ s +y2 )
g(VZ+57) 3)

Vi kan kontrollere. at maple faktisk differentierer sammensat:

4

dx

D(g)(\/x2+v2)x

— @
Vv X7y
Nu kan vi pa én gang fa udregnet og reduceret udtrykket:
i expand| (14 (2=2) | & 22 L2 2. ‘"p~+{l+ 1-2]
SHmp t“»Le.\'pan L 0x L) 9’ dax ~ dy ~ dxdy” ( oy ‘) )
# ]
2)
ox" )
3 (2} 2 2 2 ] B
D(g)( 4y ) +D'"“(g) (\/x‘ +y° ) \/X' +y + D(g)( X+ ) ®)

2 2
x4y
Dvs ligningen er:

3 () 2 2 2 2 2 2
D(g) (J P4y ) + D% (g) (\/x‘ +y ) V24 + D(g)( x+y ) ~0
v ¥ +_v2
Gange med+/ ¥ +_vz :
3
(g) (V¥ +7) +D?(e)(VF+7) VZ+7 +pie) (V¥ ) =0
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Indsat p=+/ 4 yz

D(g)(p)’ +D?(g)(p)p +D(g) (p) =0

eller:

D% (g) (p)p +Dig) (p) (1 +D(g) (p)°) =0

Losning af differentialligningen:
Vi har ovenfor defineret p, sa vi skriver den variable som x:

dsolve(D'¥ (g) (x)-x + D(g) (x)- (1 +D(g) (x)?) =0, g(x))

>

“

2
g(.r)=]n[ ot :‘]2 —1] Cl + C2,g(x)=—ln[ ot :‘]2 —1) cro (6

+ C2

z=g(x,y) angiver hojden over xy-planen. Lad os begranse os til at se pa xz-planen. g er hojden over
x. Vi ensker nu at fa udtrykt sammenhzangen som en funktion af z. Dvs fa udtrykt x som en funktion
afz.

Ovenfor har vi defineret z. sa vi indferer betegnelsen y for denne variable. y=g(x). og vi vil isolere x.
Vi kan forestille os. at vi drejer xz-planen. sa x er opad. z vandret. For overskuelighedens skyld
omdefinerer vi konstanterne:

2
solve[y:ln[i + x—z—l } -a+b,x]
a

0 5= U]
e a
(M
a a
simplify| expand % o — -:l_, .
- ar a’
e e
b—y _ b—y
%a(e “ e ¢ ) ®

Dette er jo en kadelinje. symmetrisk om y=b
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STEEN MARKVORSEN

professor ved DTU
Compute, Institut for
Matematik og Computer
Science.

Serien 10 danske matematikere — 10 matematiske
fortellinger henvender sig til gymnasieelever med interesse
for matematik. Hensigten med serien er at dbne nogle
vinduer ind i matematikkens mange spzendende verdener,
og dermed give et indtryk af, hvad matematisk forskning er.

Til hver film udarbejdes projektmaterialer, der kan
anvendes i arbejdet med udvalgte problemstillinger, som vi
preaesenteres for i filmen. Projektmaterialerne er skrevet, sa
de bade kan anvendes i kortere eller laengere forlgb pa et
hold, og vaere udgangspunkt for studieretningsprojekter.

I Steen Markvorsens film far vi fgrst fortellingen om
seebeboblers og andre skumstrukturers lokale geometri, og
efter en introduktion til krumningsbegrebet viser Steen
Markvorsen hvorledes dette begreb kan lgftes fra en lokal
definition knyttet til kurver i 2D til et begreb, der kan
udtrykke krumningsforhold globalt for flader i 3D. Derved
tager han os med frem til en introduktion af et af de
centrale emner i differentialgeometri, studiet af flader
med konstant middelkrumning og specielt: minimalflader.

Til den fgrste del af filmen foreligger projektmaterialer 1,
med indledende emner fra vektorregning og krumnings-
teori, frem til beviset for Eulers formel for middelkrum-
ningen i et punkt. Til den anden del af filmen foreligger
projektmaterialer 2, der tilbyder en fordybelse i teorien
bag og en eksemplificering af netop emnet: flader med
konstant middelkrumning, specielt minimalflader, der
defineres som flader med middelkrumning 0.
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