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0. Indledning
Disse projektmaterialer er skrevet i tilknytning til filmen Statistiske metoder i hverdagsliv og neuroviden-
skab, der indgar i serien om matematisk forskning: 10 danske matematikere — 10 matematiske forteellinger.

| filmen forteeller professor ved Kgbenhavns Universitet Susanne Ditlevsen dels om nogle af de centrale
problemstillinger — og faldgruber — i den indledende statistik, og dels om sin forskning i hvordan neuroner
kommunikerer. Til den sidste del af filmen foreligger projektmaterialer 2, mens det foreliggende materiale
knytter sig til den indledende statistik, og nogle af de eksempler, der fortzelles om i filmen.

Projektmaterialet er opdelt i en raekke kapitler, der kan gennemgas hver for sig. Det enkelte kapitel bygger
saledes ikke pa de foregaende. Det feelles tema for hele projektmaterialet er: Udtagning af stikprgver.
Hvorfor ggr man det og hvordan ggr man det.

Gennem gvelserne i de enkelte kapitler saetter vi— som i filmen — fokus pa, hvor let det er at lave fejl, for
derved at skaerpe opmaerksomheden om, at forudsaetningen for at kunne lave god statistik er, at man for-
star sine data, og at man har indsamlet disse sa korrekt som forholdene nu engang tillader.

Materialet i de enkelte kapitler kan bade indga i statistikundervisningen pa C, B og A. Pa C-niveau kan akti-
viteterne indgad som et led i en introduktion til elementaer statistik og sandsynlighedsregning. Pa B- og A-
niveau kan nogle af aktiviteterne anvendes til en perspektivering af sandsynlighedsteori og statistik. Der er
samtidig potentiale til studieretningsprojekter i flere af emnerne, hvor der ligger ekstra materiale pa hjem-
mesiden.

De fgrste to aktiviteter handler om repraesentativitet af stikprgver, og et af malene med gvelserne er at
skeerpe opmaerksomheden pa begrebet skjulte variable.

De naeste to aktiviteter — henh. om soldyrkning og hudkraeft, og om nedskydning af amerikanske kampfly
under 2. verdenskrig — handler om selektionsbias. | begge aktiviteter er der unikke kildematerialer, som kan
anvendes fx i en srp. For sagen om soldyrkning og hudkrzeft drejer det sig om de originale artikler i Journal
of Epidemiology, hvor Niels Keiding og Theis Lange fra BioStat pa KU gik i rette med den indsendte artikel,
og hvor det endte med at tidskriftet publicerede bade en artikel og en laengere redaktionel kommentar,
hvor de matte give Keiding og Lange ret i deres kritik.

Aktivitet 5, 6 og 7 — henh. om rygning og om racefordomme — viser, hvorledes skjulte variable kan fgre til
Simpsons paradoks. Her er hypotesetest i spil og vi er pa B og A-niveau.

Aktivitet 8 og 9 — henh. om fejlscreening af sygdomme og om overvagning af potentielle terrorister —ind-

drager betingede sammenhange og kan fx inddrages i forlgb om betingede sandsynligheder. Der perspek-
tiveres til sidst til Bayesiansk statistik, som den eksempelvis anvendes i retssager.
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1. Stikprgver og population (C, B og A)

Vi gnsker at fa svar pa et eller flere spgrgsmal om en bestemt population. Det kunne eksempelvis veere, om
der er en sammenhang mellem levealder og det job man har. Eller om der er en sammenhang mellem
politisk holdning til et bestemt spgrgsmal og uddannelsesniveau. Det kunne ogsa dreje sig om kvalitetskon-
trol: Er der virkelig 1 liter i letmaelkskartonerne fra et bestemt mejeri? Eller: Virker fyrveerkeriraketter efter
hensigten eller eksploderer nogle af dem ved affyringen?

Hvis vi kunne undersgge eller udspgrge hele populationen, var der ingen grund til at tage stikprgver. Men
de sidste eksempler illustrerer, at det ofte er umuligt. Og de fgrste eksempler illustrerer, at var det princi-
pielt muligt, ville det bade vaere overordentlig dyrt og meget besveerligt. Sa vi tager i stedet stikprgver:

Definition: Stikprgve og population

** Populationen angiver den mangde af personer, dyr, produkter, haendelser osv,
som vi gerne vil vide noget om. Populationen bestar af individer.

+»* En stikpragve er den delmaengde af individer, som vi undersgger naermere for at
kunne sige noget om hele populationen.

En stikprgve skal udtages, sa den er repraesentativ, ellers kan vi ikke konkludere noget om hele populatio-
nen. En 1.g klasse kan eksempelvis ikke vaere reprasentativ i alle mulige forhold for alle skolens elever, og
heller ikke for alle 1.g’erne i hele Danmark.

Det er imidlertid lettere sagt end gjort at opna repraesentativitet af en stikprgve, fordi der normalt er rigtig
mange variable i spil. Og hvilke af de variable har en afggrende indflydelse pa det vi netop nu har i fokus?
Taenk fx pa opinionsmalinger: politiske holdninger kan variere med kgn, indkomstforhold, uddannelsesfor-
hold, geografi, alder, job, boligforhold, familieforhold ... . Bare det at fastlaegge hvilke variable, der kan
taenkes at have indflydelse pa den politiske holdning — eller pa levealder eller hvad man nu legger an til at
undersgge — kan vaere svaert nok.

Man kan sige, at alt dette bgr de statistiske bureauer have styr pa — men igen er det lettere sagt end gjort:
Lad os antage, vi har et projekt, hvor vi undersgger levealderen, og at vi har fastlagt, hvilke variable, der kan
teenkes at have indflydelse pa denne. Nar vi dernaest skal finde ud af hvilke af disse variable, der faktisk har
indflydelse pa levealderen, er det vigtigt, at vi kun aendrer pa én forklarende variabel ad gangen.

Repraesentativitet af stikprgver er i fokus i flere af projekterne i de fglgende kapitler. Nar man skal svare pa
sadanne spgrgsmal er det vigtigt at dele problemet op i to forskellige:

1. Er den faktiske stikprgve, vi har taget, repraesentativ?

2. Er den metode, der er anvendt til at indsamle stikprgven, en acceptabel metode til at sikre repraesentati-
vitet?

Der er ingen metode, der kan garantere, at vi med sikkerhed kan svare ja pa det fgrste. Det ligger simpelt-

hen i sagens natur: Nar stikprgver indsamles tilfaeldigt, sa vil vi af og til fa en stikprgve, der er meget ander-
ledes end populationen. Det svarer til, at vi af og til vil opleve at der slas 5 seksere med 5 terninger.
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@velse 1.1

Hvor tit vil det ske, at man i et terningespil slar 5 seksere ud af 5 mulige?
Hvornar vil du reagere, og sige at du tror der er snyd med i spillet?

Selv om vi kan svare ja pa spgrgsmal 2, kan vi godt opleve, at svaret af og til vil vaere et nej til spgrgsmal 1.
Men svarer vi nej til spgrgsmal 2 kan vi vaere rimeligt sikre pa, at sa er svaret ogsa altid nej til spgrgsmal 1.
Derfor er det centrale spgrgsmal nr 2: Hvilken metode har vi anvendt i indsamlingen af stikprgven.

Definition: Bias

En stikprgve, der overreprasenterer eller underrepraesenterer individer med bestem-
te karakteristika (variable), og hvor disse har indflydelse pa det spgrgsmal, man un-
dersgger, siges at veere praeget af bias

Der er mange forskellige typer af bias, og vi vil mgde nogle af disse i de fglgende @gvelser og i projekterne i
de fglgende kapitler.

Selv om man har gennemfgrt sine statistiske beregninger korrekt og anvendt korrekte grafiske veerktgjer,
sa skal man alligevel altid veere varsom med at drage slutninger om drsagssammenhaenge ud fra en stati-
stisk sammenhang. Hvis man er i samarbejde med et andet fag, kan der muligvis ud fra dette fags viden
peges pa en mekanisme, der kan forklare pavirkningen fra den ene variabel til den anden. Men ogsa dette
kan vise sig at veere yderst vanskeligt. Hvis ens undersggelse eksempelvis resulterer i et meget overrasken-
de resultat, sa kan forklaringen som omtalt vaere, at der er problemer med stikprgven, men det kan ogsa
skyldes, at der er skjulte variable pa spil

Definition: Skjulte variable

En skjult variabel er en forklarende variabel med signifikant betydning for det
spgrgsmal, man undersgger, men som vi ikke har afdaekket eller maske slet ikke har
kendskab til (endnu).

Det kan forekomme lidt underligt at definere og give navn til noget vi ikke kender, og man skal ogsa passe
pa, at begrebet skjult variabel ikke kommer til at traede ind pa scenen, hver gang, man ikke kan finde et
svar, en begrundelse eller en Igsning pa en opgave: Anvendes begrebet skjult variabel skal man kunne
sandsynliggg@re, at der ma vaere noget ekstra pa spil, at der er noget vi ikke har afdaekket. Og sandsynligge-
relsen kan netop ske ud fra, at man har fundet nogle meget maerkelige resultater.

Da William Thomsen (senere bedre kendt som lord Kelvin) i 1862 beregnede sig frem til at Jorden var mel-
lem 20 og 40 millioner ar gammel, skete det pa grundlag af en matematisk model for afkgling. | sine oprin-
delige beregninger vedgar han, at der kan vaere skjulte variable pa spil (a source now unknown to us). Og
det er der — Jorden holdes varm af det radioaktive materiale i undergrunden. Den historie har vi fortalt i C-
bogens kapitel 4, og det er et klassisk eksempel pa, at forklarende variable kan vaere helt ukendte for os —
radioaktivitet blev fgrst opdaget nogle artier senere. | kapitlet om Simpsons paradoks ser vi, hvordan skjul-
te variable kan vende en forklaring helt pa hovedet.

1.1 @velser om stikprgver og population (C, B og A)

| svarene pa de fglgende gvelser skal du anvende de begreber som stikprgve, population, repraesentativi-
tet, bias og skjulte variable, der er omtalt i det foregaende afsnit.
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@velse 1.2

Pa en skole med 700 elever gnsker en af de politiske ungdomsorganisationer at fa mulighed for at stille et
bord op, hvor eleverne i spisefrikvarteret kan hente materialer og fa information. Da skolens ledelse siger
nej, opfordrer organisationen alle elever til at tilkendegive om de er for eller imod dette. 127 afgav deres
stemme og heraf stgttede 92 forslaget.

e Hvad er populationen og hvad er stikprgven?
e Hvor stor en andel stemte ja til forslaget?
e Kommenter undersggelsen.

e Radgiv organisationen om, hvorledes de kunne foretage en mere kvalificeret undersggelse.

@velse 1.3

En amerikansk politiker udtaler til en Tv-station, at han er interesseret i at hgre vaelgernes holdning til en
lov om vabenkontrol. Hans sekretaer opger efter en uges tid, at de har modtaget breve om spgrgsmalet fra
361 veelgere. 323 var imod loven.

e Hvad er populationen og hvad er stikprgven?
e Kommenter undersggelsen.

e Radgiv politikeren om, hvorledes der kunne foretages en mere kvalificeret undersggelse.

@velse 1.4
Pa et site pa nettet kan man laese fglgende:
STEM NU
Ville du have ret til at ggre en ende pa dit liv, evt. med laegelig bistand hvis du fik
at vide, at du var uhelbredelig syg.
Hvis ja: klik her Hvis nej: klik her
Giv en vurdering af metoden i denne statistiske undersggelse.

@velse 1.5

Et sundhedsmagasin gnsker at undersgge om store doser vitamintilskud forbedrer sundhedstilstanden.
Bladet anmoder de af laeserne, som gennem laengere tid har taget store doser vitamintilskud om at skrive
ind og fortzelle om positive og negative erfaringer med dette. 2754 laesere skriver ind. 93% fortzeller, at de
kan spore en vis forbedring af helbredet.

e Hvad er population og hvad er stikprgve.
e Kommenter undersggelsen.

e Giv en vurdering af, om andelen af hele befolkningen, der vil fa forbedret sundhedstilstan-
den ved at indtage store doser vitamintilskud, er stgrre, den samme eller mindre end 93%.
Begrund dit svar.
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@velse 1.6

En kvindelig redaktgr af et stort amerikansk kvindemagasin spurgte engang sine laesere, om de ville stille sig
tilfreds med maend, der gav dem keaerlighed og hengivenhed, men ingen sex.
90.000 kvinder skrev ind og 72.000 svarede ja.

e Hvad er populationen og hvad er stikprgven.

e Giv en vurdering af metoderne i denne statistiske undersggelse og af hvilke konklusioner,
der kan drages.

@velse 1.7

Antallet af studenter pa et bestemt institut er vokset betydeligt, uden der er blevet mere plads eller flere
undervisningslokaler. Instituttet vil undersgge studenternes syn pa holdstgrrelse og andre spgrgsmal vedr.
de fysiske rammer. De satter ressourcer af til at interviewe 25 ud af i alt 450 studenter.

Radgiv dem om, hvorledes du synes de skal udvaelge de 25, sa der kan drages bedst mulige konklusioner ud
af materialet.

@velse 1.8
En bestemt sygdom pavirker de rgde blodlegemer og forarsager stor smerte. Et medicinsk praeparat til be-
handling af sygdommen er udviklet, og kvaliteten af preeparatet gnskes afprgvet pa en population pa 300
patienter, der har haft seerligt mange smerteanfald.
e Forklar hvorfor det ville vaere en darlig strategi at lade alle 300 fa den nye medicin.
e Beskriv et forspg, der kunne give information om pageeldende praeparats virkning over for smerte-
anfald.

@velse 1.9
En gruppe matematiklzerere tilretteleegger undervisningen i deres klasser saledes, at eleverne kan veelge
mellem at deltage i en laererstyret klasseundervisning, eller at arbejde selv i eget tempo, med samme stof,
men ud fra leerebogen, arbejdsark og interaktive programmer.
Efter ét ar gnsker de at sammenligne de to mader at leere matematik pa. De giver derfor alle eleverne den
samme prgve og sammenligner sa resultaterne for at se, om den ene af grupperne scorer klart mere end de
andre.

e Kommenter den valgte metode til at sammenligne

e Antag du har 30 elever, der er villige til at fglge begge typer af undervisning. Hvordan ville du sam-

menligne de to leeringsmetoder, og afggre hvilken, der er mest effektiv?

@velse 1.10

En sprogleerer mener, at studiet af fremmedsprog ogsa forbedrer de studerendes beherskelse af moders-
malet dansk. Han laver test pa forskellige argange, og det viser sig faktisk, at personer, der studerer eller
har studeret et fremmedsprog er bedre til dansk.

Giv en vurdering af undersggelsen.
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@velse 1.11

Vil indtagelse af urtete styrke helbredet hos de zldre? Dette gnsker en gruppe studerende at undersgge.
Over en periode pa 6 maneder besgger de nogle tilfaeldigt udvalgte beboere pa et plejehjem og serverer
urtete for dem. Efter 6 maneder viser det sig, at de beboere, der fik serveret urtete faktisk har feerre syge-
dage, end de som ikke fik serveret noget.

Giv en vurdering af undersggelsen og af trovaerdigheden af resultatet

@velse 1.12

En artikel i Politiken 21-02-2004 omhandler faenomenet "Maend der far teesk”, og giver en raekke overra-
skende oplysninger om voldelige maend og voldelige kvinder. Bl.a. fortaelles det, at ”Australian Institute of
Health and Welfare” har opgjort, at 40% af bgrnemishandlinger i landet star de enlige mgdre for. De enlige
feedre star kun for 5%.

Kommenter disse oplysninger. Du ma gerne selv indfgre taleksempler i din argumentation.

@velse 1.13
Et konsulentfirma bliver bedt om at sammenligne kvaliteten af behandlingen pa to hospitaler A og B. En lille
arbejdsgruppe indhenter et materiale, som de opstiller i fglgende tabel:

Antal der overlevede operative indgreb
Hospital A Hospital B
Dgde 63 16
Overlevede 2037 784
| alt 2100 800

Tabellen dannede grundlag for arbejdsgruppens vurdering af de to hospitaler. Gruppen fremhaevede B som
det bedste.

En af arbejdsgruppens medlemmer er imidlertid ikke tilfreds med materialet og indhenter supplerende
oplysninger, som stilles op i fglgende tabel:

Antal der overlevede operative indgreb

God helbredstilstand fgr operation | Darlig helbredstilstand fgr operation
Hospital A Hospital B Hospital A Hospital B
Dgde 6 8 57 8
Overlevede 594 592 1443 192
I alt 600 600 1500 200

Skriv din egen konklusion om kvaliteten af behandlingen pa hospital A og B.

Kommenter samtidig undersggelsen og materialet i de to forskellige tabeller.
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2. Stikprgver, skjulte variable og selektionsbias (C, B og A)
Denne aktivitet bygger pd et materiale, som Inge Henningsen udarbejdede til den indledende undervisning i
statistik pd Matematisk institut, KU.

Laerervejledning.

Formalet med aktiviteten er bl.a. at introducere/formalisere/diskutere statistiske begreber, sa eleverne far
nogle sproglige og matematiske veerktgjer, der kan saette dem i stand til at kritisere og forklare mis-
brug/forkert brug af sammenhaeng i tabeller. Samt specielt at klarggre forholdet mellem statistisk og kausal
afhaengighed.

Udgangspunktet for arbejdet er en raekke opdigtede avisnotitser. De er selvfglgelig opdigtede, men reali-
stiske om end pa en overdreven made. Den stokastiske variation er taget vaek for at ggre pointerne tydeli-
gere. Ved at beskaeftige sig med situationer, som de har erfaring med og derfor intuition omkring ledes
eleverne frem til at operationalisere en raekke af de statistiske begreber, population, stikprgver, repraesen-
tativitet, skjulte variable, bias, samt se sammenhangen med de teoretiske begreber statistisk og kausal
afhaengighed.

Eleverne arbejder i grupper med en raekke af de sma cases, og de skal med diagrammer (fx Venn-
diagrammer) eller med tabeller, hvor de selv indfgrer nogle taleksempler, gennemfgre analyser af situatio-
nerne og vaere i stand til at preesentere et reesonnement, der afdaekker fejlene i “avisnotitserne”. Endelig
skal de selv formulere et antal tilsvarende notitser — eller endnu bedre: finde eksempler fra aviserne.

2.1 Opdigtede avisnotitser

@velse 2.1. Humanister gar i sma sko.

Ved en sammenligning af en gruppe naturvidenskabelige og en gruppe humanistiske studenter opdagede
man en overraskende forskel. De naturvidenskabelige studenter var i gennemsnit nasten 3 cm hgjere end
de humanistiske og brugte 11/2 nummer stgrre i sko.

@velse 2.2. Hoftebrud medfgrer forhgjet kraeftrisiko.

Ved en undersggelse pa Rigshospitalet har det vist sig, at patienter indlagt for brud pa larhalsknoglen har
en 10 gange sa hgj risiko for at fa kraeft inden for en periode pa 5 ar, som patienter indlagt med henblik pa
en meniskoperation. Leegerne undersgger nu, hvorfor en forskellig traumelokalisering giver en sa markant
forskel i risikoen for fa kraeft. Pa baggrund af undersggelsen papeger bandagist NN, at systematisk brug af
firmaets nyudviklede underbukser med stgdabsorberende indlaeg til beskyttelse af hoftepartiet, vil kunne
reducere den alt for hgje danske kraeftrisiko.

@velse 2.3. Jgrn Hjorting skyld i ekstra kraefttilfzelde.

En undersggelse foretaget af Amtsradsforeningen har vist, at personer der lytter til "De ringer, vi spiller"
har en 3 gange sa hgj risiko for at fa kraeft inden for en periode pa 5 ar, end dem der jeevnligt ser udsendel-
sen "Beat". Kraeftrisikoen ved at hgre Jgrn Hjorting er forhgjet med 2000% i forhold til at hgre bgrneradio.
Disse fund begr fa konsekvenser for programlaegningen.
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@velse 2.4 Mascara beskytter mod testikelkraeft.

En undersggelse pa Frederikssund Sygehus, der tidligere har haft en overhyppighed af testikelkraefttilfalde,
har vist, at brug af mascara reducerer forekomsten af testikelkraeft drastisk. | en 5-ars periode har mani
hele Frederiksborg Amt kun haft 1 tilfaelde af testikelkraeft blandt mascarabrugere, hvor man i en alders-
maessigt tilsvarende gruppe ville have forventet 37 tilfelde.

@velse 2.5. P-piller disponerer for rygning. Beskytter mod hoftebrud.
En undersggelse i Glostrup af alle kvinder over 20 ar har vist, at brug af p-piller medfgrer gget tendens til
rygning. Til gengaeld synes p-pillerne at give en vis beskyttelse mod hoftebrud.

@velse 2.6. Nedlaegger intensiv afdeling.

Amtssygehuset i XX har besluttet at nedlaegge den intensive afdeling, idet en undersggelse har vist, at dg-
deligheden pa denne afdeling ligger langt over hospitalets gennemsnit. | fremtiden vil alle alvorligt syge
patienter blive indlagt pa ortopaedkirurgisk afdeling. Hospitalsdirektgren tror, at den nye organisering vil
blive en vaesentlig sundhedsmaessig gevinst for amtets borgere.
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3. Soldyrkere lever laengere (B og A)

Materialerne, der arbejdes med i dette afsnit, knytter sig direkte til fortaellingen om, at soldyrkere og folk
med hudkraeft lever lzengere end resten af befolkningen. Artiklerne fra Politiken og fra tidsskriftet Internati-
onal Journal of Epidemiology kan hentes her.

| oktober 2013 kunne man i Politiken leese nedenstdende artikel. Den har et ret sensationelt indhold og blev
da ogsa bragt pa forsiden.

@velse 3.1
Lees artiklen og praesenter informationerne heri med anvendelse af de statistiske begreber, du har lzert:

a) Kan duindkredse, hvad populationen er? Angiv fx nogle individer, der er med i populatio-
nen og nogle der ikke er med.

b) Kan du lokalisere en stikprgve? Hvad er denne gruppe en stikprgve af?
c) I|hvilken forstand er den repraesentativ for populationen

d) Iartiklen tales om gennemsnitlig levealder. Hvem er det man tager gennemsnittet af, og
hvordan udregnes et sadant?

1. ARTIKEL OM SOL OG HUDKRAFT

15. OKT. 2013

Soldyrkere lever meget laengere

Ny forskning blandt 4,4 millioner danskere viser, at soldyrkere i gennemsnit
lever seks ar la&engere. Kraeftens Bekaempelse finder tallene spaendende.

Henrik Larsen

Et hold danske forskere er pa vej med en videnskabelig artikel, som rejser spgrgsmalet:
Er der saerlige livsforleengende ’sager’ i solens straler?

Artiklen star foran offentligggrelse i videnskabstidsskriftet International Journal of Epidemiology og
viser, at mennesker, som har veeret ivrige soldyrkere — og har faet sakaldt almindelig hudkraeft, den
ikkedgdelige form for hudkrzeft — i gennemsnit lever seks ar leengere end befolkningen som helhed.

Overdreven solforskraekkelse

Gennemsnitsdanskeren — kvinder og maend under ét — bliver i dag 80 dr. Men ndr det gaelder denne
gruppe soldyrkere, kan vi altsd se, at de i snit nar at fejre 86-drs fadselsdagen. Og at de i gvrigt har
en lavere forekomst af bdde blodpropper i hjertet og knoglesk@grhed end resten af befolkningen, siger
en af forskerne bag undersggelsen, professor Bgrge Nordestgaard, Herlev Hospital.

Forskerne kan ikke papege den direkte arsagssammenhang mellem soldyrkning og fundene: Men
tallene som sadan lyver ikke. Det vil vaere oplagt gennem en raekke forskningsprojekter at prgve at
blive klogere pG, om solen har nogle helbredsbefordrende egenskaber, vi hidtil ikke har kendt til,

siger han og tilfgjer: Man skal bestemt have respekt for solen — og undgad solskoldninger, ikke mindst
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hos bgrn og unge, for pa den made iseer at mindske forekomsten af den slemme form for hudcancer,
malignt melanom. Men vi har de seneste dr set en vis grad af solforskraekkelse, og det er efter min
mening at ga i den anden grgft.

Ingen egentlig arsagssammenhaeng

Hos Kraeftens Bekaempelse — der star bag de sakaldte solrad, som blandt andet opfordrer danskerne
til at omgas solen med stgrre forsigtighed — finder Inge Haunstrup Clemmensen, overlaege i Kraef-
tens Bekaeempelse, undersggelsen spaendende: Det vil vaere oplagt gennem en raekke forskningspro-
jekter at prgve at blive klogere pd, om solen har nogle helbredsbefordrende egenskaber, vi hidtil ikke
har kendt til.

B@rge Nordestgaard, professor, Herlev Hospital fortaeller om undersggelsen: Den rejser en mistanke
om, at der kan vaere en sammenhang mellem solens strdler og de positive helbredsfund, der pdvises
hos gruppen af mennesker, som har haft almindelig hudkraeft. Men det er bare vigtigt at holde fast i,
at den ikke viser en egentlig drsagssammenhaeng. Bgrge Nordestgaard har ssmmen med tre kolleger
— leege Peter Brgndum-Jacobsen og seniorforsker Sune Nielsen, begge Herlev Hospital, og overlaege
Marianne Benn, Gentofte Hospital — analyseret helbredsrelaterede data fra 4,4 millioner danskere i
alderen 40-100 ar.

Analysen daekker perioden 1980-2006, og forskerne havde adgang til en meget bred vifte af registre,
hvorfra de i anonymiseret form kunne traekke oplysninger om hver eneste: om blandt andet syg-
domme, uddannelsesniveau, bopeel, erhverv, dgdsarsag og dgdstidspunkt.

Forskerne gik en form for bagvej

Selv om danske registre tager meget med om den enkelte, indeholder de ingen oplysninger om sol-
dyrkningsvaner. Sa her matte forskerne ga en form for bagvej, fortzeller Berge Nordestgaard: Det er
velkendt, at mennesker, der far almindelig hudkraeft, som hovedregel har udviklet de celleforandrin-
ger, der er tale om, fordi de har opholdt sig ekstraordinaert meget i solen. For at finde eventuelle
helbredsbevarende sammenhange, der muligvis kunne skyldes solen — vores egentlige mal —sam-
menlignede vi derfor 130.000 borgere, der havde haft almindelig hudkraeft, med resten af befolknin-
gen.

Og de positive opdagelser, vi gjorde blandt disse 130.000 mennesker i form af la&engere gennemsnits-
levetid og lavere forekomst af blodpropper i hjertet og af knogleskgrhed, viste sig at veere helt uaf-
haengige af forhold som kgn, alder, om man bor i byen eller pa landet — ligesom uddannelse og er-
hverv heller ikke spiller nogen rolle. Derfor er det naerliggende at stille spgrgsmdlet: Kan dette i en
eller anden udstreekning vaere knyttet til solens aktivitet, mener Bgrge Nordestgaard.

Hos Kraeftens Bekeempelse mener Inge Haunstrup Clemmensen dog ogsa, at en mulig forklaring kan
vaere, at mennesker, der har rad og tid til at veere meget i solen, ofte vil dyrke udendgrs sport eller

motion — og at de pa den made styrker helbredet.

Artiklen blev dagen efter kommenteret af Kraeftens Bekaampelse, og gav i det hele taget anledning til en
ganske ophedet debat. Og sa 10 dage efter tager sagen en dramatisk vending, da to statistikere fra afdelin-
gen for Biostat pa Kgbenhavns Universitet retter en sgnderlemmende kritik mod den statistiske metode, og
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ikke nok med det: De sender deres indvendinger til samme tidsskrift, hvor artiklen netop er blevet offent-

| D:S«F

FMANSK 50 ORENING

Dansk forskning: Soldyrikere lever meget leengere

Danske forskene vil offentliggore ny undersogelse der viser, at
danskers der kan defineres som soldlyrkere lever seks ir langene.

Forsden den lengene bevetid viser undersogelsen ogsh, al soldyrkers har
an lavers forekomst af bade blcdpropper | hjertet og knogleskerhed

Stadig sol med omtanke

- Wi har de senpste dr 5ol an ws grad af solforshrmirelse, og del er effer
min maning ol gi i den andan grodl, udialer professor Bange
Mordestgaard, der ar en of forskedme Bag den e undersogelse bl
Politiven, g han undersireger i den forbindeise, 8t man stadig skal
solbade med omianks og undga solskoldninger, ke mindst hos bem og

Urpe.
Kraftens Bekmmpelse ikke overbevist
Sabvorn den nye arskning omifatier 4.4 millioner danskens of | avigt
Ikke overraskende blandede Dansk Solarieforening
sig med nogle steerke udfald mod Kzeftens Bekeempelse >

@velse 3.2
Lees artiklen og praesenter informationerne heri med anvendelse af de statistiske begreber, du har lzert:

a) Hvad er problemet i forholdet mellem population og stikprgve, sddan som den oprindelige
forskergruppe har behandlet det?

b) Hvad gar den centrale indvending mht. gennemsnitlig levealder for de to grupper ud pa?

3. ARTIKEL OM SOL OG HUDKRAFT

25. OKT. 2013
Solstrid brudt ud: Forskere strides om levealder

To danske forskergrupper strides om leveralder for folk med hudkraeft.

Henrik Larsen

Lever sakaldte soldyrkere, som har faet ikkedgdelig hudkraeft, i gennemsnit seks ar la&engere end resten
af den danske befolkning? Det spgrgsmal bliver nu genstand for en strid mellem to danske forskergrup-
per.

Den ene gruppe, under ledelse af professor Bgrge Nordestgaard fra Herlev Hospital og Kgbenhavns
Universitet, siger ja. Den anden gruppe, professor Niels Keiding og lektor Theis Lange, begge fra Afde-
ling for Biostatistik ved Kgbenhavns Universitet, siger nej.

Ikke muligt at bevise sammenhaeng
Stridens kerne er en videnskabelig artikel, som Bgrge Nordestgaard sammen med tre danske kolleger

har publiceret i det meget anerkendte videnskabstidsskrift International Journal of Epidemiology. En
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videnskabelig undersggelse, som Politiken skrev om i sidste uge.

Den videnskabelige underspgelse bygger pa helbredsrelaterede oplysninger om 4,4 millioner danskere
mellem 40-100 ar i perioden 1980-2006. Pa basis af undersggelsen konkluderer Bgrge Nordestgaard og
hans kolleger blandt andet, at mennesker, der har faet ikkedgdelig hudkraeft — en lidelse, der som regel
skyldes, at en person har vaeret udsat for store maengder sollys — i gennemsnit lever seks ar laengere
end resten af befolkningen. Og bliver 86 ar, hvor gennemsnitslevetiden for resten af befolkningen er 80
ar. | undersggelsen gor de dog klart opmaerksom p3, at det ikke er muligt at pavise nogen arsagssam-
menhang mellem sollys og levealder.

Personer har i forvejen hgj alder

Metoden bag undersggelsens afsnit om forskellen i levealder pa seks ar mellem de to grupper holder
imidlertid ikke, mener Niels Keiding og Theis Lange, der har bedt International Journal of Epidemiology
om at trykke deres argumenter for, at Nordestgaard-gruppen har brugt en analysemetode, der er abso-
lut forkert, siger Theis Lange: Problemet med deres analyse er, at for at komme ind i hudkraeftgruppen
skal man — naturligvis — have levet laenge nok til at udvikle hudkraeft — og de fleste, der diagnosticeres
med ikkedgdelig hudkraeft, er over 50 dr. For gruppen af personer uden hudkraeft forholder det sig lige
omvendt, her kan personer af alle aldre indgd. Konsekvensen bliver, at personer i gruppen med hud-
kreeft dgr i en hgjere alder end den anden gruppe, men dette har absolut intet at ggre med deres diag-
nose. Det er alene fordi gruppen med hudkraeft er udvalgt pé en made, sa den hovedsageligt indeholder
personer, der i forvejen har en hgj alder, siger Theis Lange.

Forskere er klar til at svare pa kritikken

Bgrge Nordestgaard siger, at han og de tre medforfattere ser frem til at modtage Keiding og Langes
henvendelse fra International Journal of Epidemiology: Ndr det sker, vil vi svare detaljeret pa deres
kommentarer og kritik — sadan er proceduren. Vi er glade for den store interesse og medieomtale, un-
ders@gelsen har affgdt — det viser, at dette emne er vigtigt. Og vi er glade for de kommentarer, vi har
modtaget, bade de konstruktive og de kritiske, som peger pd, hvordan en sGdan undersggelse kan laves
endnu bedre, siger professor Bgrge Nordestgaard, og tilfgjer: Man ma habe, at andre forskere gennem
nye undersggelser vil vise, om solskin kan have andre positive effekter pa livslaengde og helbred.
International Journal of Epidemiology oplyser, at man har modtaget og nu vil studere henvendelsen fra

Niels Keiding og Theis Lange.

@velse 3.3
Antag vi har et land, hvor den demografiske struktur er meget stabil over tid, og fordeler sig saledes, hvis vi
fokuserer pa levealder:

Andel af befolkningen | Gennemsnitlig levealder
15% under 45 ar
10% 45-55
20% 55-65
30% 65-75
20% 75-85
5% 85-95

For nyfgdte bgrn gzelder altsa, at 20% af dem bliver mellem 75 og 85, mens 15% vil dg inden de bliver 45.
a) Hvad skal vi forsta ved gennemsnitlig levealder? Udregn denne!

Videoerne hostes af L&R Uddannelse A/S ¢ Vognmagergade 11 ¢ DK-1148 ¢ Kgbenhavn K e Tlf: 43503030 ¢ Email: info@Iru.dk.

15



Matematisk forskning IR
10 danske matematikere — 10 matematiske fortaellinger Uddannelse
Projektmateriale 1 i tilknytning til Susanne Ditlevsen: Statistiske metoder EGMONT

b) Hvad er den gennemsnitlige levealder for dem, der er blevet 55? Og for dem der er blevet
75?

@velse 3.4
Antag du i morgenavisen laeser fglgende overskrift pa en artikel: Paver og biskopper lever laengere end al-
mindelige preester. Hvad vil din umiddelbare kommentar vaere?

Sagen fik ogsa en dramatisk afslutning, idet tidsskriftet gav statistikerne fra Biostat ret. Det skete ikke i form
af en lille notits, men via hele to artikler, nemlig én artikel, der var indsendt uden viden om den danske
kontrovers, og som var en generel analyse af den type fejl, den oprindelige undersggelse var behaftet
med, og hvor redaktgren derfor overtalte forfatterne til at inkludere det danske eksempel som et typisk
eksempel pa fejlslutninger. Samt en artikel skrevet af redaktgren selv, og som du ser fgrste side af her.

@velse 3.5
Laes redaktgrens artikel og giv et sammendrag af hans vurdering af den videnskabelige kvalitet af den op-
rindelige artikel.

Studieretningsprojekt eller anden for projektarbejde

Hele forlgbet, som det er beskrevet ovenfor, inklusiv de forskellige gvelser, samt materialet i mappen du
kan tilga via hjemmesiden, hvor du blandt finder de originale tidskriftartikler, kan danne grundlag for fir-
skellige typer af studieretningsprojekter. Man kan koncentrere sig om substansen vedr. soldyrkning og
kraeft, og hvorledes man med statistiske metoder kan svare pa opstillede spgrgsmal. Man kan ogsa veaelge at
legge vaegten pa de videnskabsteoretiske sider, der blev afdaekket i diskussionen.
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Editor’s choice oy

Editor's choice

Sun exposure and longevity: a blunder involving

immortal time
JaneE Ferrie* and Shah Ebrahim

*Corresponding author. E-mail: jane ferrie@bristol.ac.uk

Unfortunately we have to start this Editor’s Choice with an
acknowledgment that we have fallen prey to a common,
perennial problem; immortal time bias.

To illustrate the concept we borrow an example from
William Farr, as used by James Hanley and Bethany Foster
in a full and entertaining exposition of the problem in this
issue of the journal.! Generals and bishops live longer than
corporals and curates—but this is not necessarily because
an elevated occupational status makes you live longer—it
may simply be because you have to reach a certain age be-
fore it is possible to hold such positons. People become
generals and bishops in middle age so their deaths arise
after this point in time, whereas corporals and curates can
die at any age above 20 or s0.” This difference in time dur-
ing which an event can occur to one group but not the
other produces a bias favouring longer life expectancy—
immortal time bias. In the figure on the next page, the
problem is evident at a glance (Figure 1),

In the October issue of the International Journal of
Epidemiology (IJE) last year, we published a paper by Peter
Brendum-Jacobsen and colleagues in which they examined
the effects of sunlight exposure on mortality among the
whole population of Denmark aged above 40 years, using
linked data from national registries.®* They used non-melan-
oma skin cancer as a proxy for sun exposure, which is a
clever idea but it should have been obvious that the findings
were ‘too good to be true’—an apparent halving of all-cause
mortality and reductions in myocardial infarction and hip
fracture. The authors concluded: “Causal conclusions cannot
be made from our data. A beneficial effect of sun exposure
per se needs to be examined in other studies’.

The Danish media picked up the story and it became
front page news—Sunbathers live longer’.® Although the
authors never made this claim in their published paper,

their interviews with the press did not appear to emphasize
conclusion. The Danish Cancer
Association claims that this paper has undone all their
good work in persuading Danes to keep out of the sun to
avoid skin cancers.

their non-causal

Commentators on the story identified a likely problem
of immortal time bias. People in the ‘sun exposure’ group
had to live long enough to be diagnosed with skin cancer
but the comparison group only had to be over 40 years
old—the design of the study had built in a potential bias in
favour of longevity among those presumed to be more
highly exposed to sunlight. Theis Lange and Neils Keiding,
in a letter commenting on the paper, pose guestions about
how such highly improbable findings got through the edi-
torial process at IJE.%

In response to this criticism, Brendum-Jacobsen and
colleagues argue that their paper used both cohort and
case-control analyses, and that the latter should be free
from immortal time bias as cases and controls were
matched on age.” They acknowledge that the case-control
analyses—which showed much smaller survival advantage
[odds ratio (OR): 0.97, 95% confidence interval (CI) 0.96
to 0.99% vs hazard rado (HR): 0.52, 95% CI 0.52 to 0.53]
—should have been included in their abstract. In addition,
they conducted a revised Cox proportional hazards ana-
lysis stratified by 10-year, 5-year and 2-year age strata in
an attempt to control for immortal time bias, and interpret
these findings as similar to those in their original paper.
However, they fail to stress that the effect sizes become in-
creasingly attenuated as the age matching becomes more
exact, suggesting that the apparent effect of sun exposure
may indeed be produced by immortal time bias.

Ironically, in parallel with the review and publication of
this paper we had commissioned an *‘Education Corner’
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4. Dataanalyse baseret pa en stikprgve - Walds problem med nedskydning af
kampfly (B og A)

Dette afsnit er baseret pd: Jordan Ellenberg: How not to be wrong - The hidden maths of everyday
life, kapitel 1. Eksemplet kan foldes ud til et stgrre projekt ved at inddrage artikler af og om Walds
arbejde, som der linkes til i slutningen af afsnittet

Leerervejledning

Det fglgende eksempel stammer fra anden verdenskrig, hvor Amerikanerne bl.a. blev involveret i luftkrig
mod tyskerne, og hvor amerikanerne led mange nederlag i form af nedskudte fly.

Det amerikanske militeer bad da den til Amerika flygtede matematiker Abraham Wald om hjzelp til at for-
steerke armeringen af deres kampfly. Der var flere problemstillinger Wald skulle tage stilling til: Dels hvor
meget armering man kunne give kampflyene uden at hamme deres mangvredygtighed for meget og bruge
for meget braendstof, dels hvilke dele af kampflyet, der var saerligt udsat for tysk beskydning og derfor hav-
de behov for saerlig beskyttelse: Sa hvor pa kampflyet skulle man ofre szerlig tyk armering, og hvor kunne
man ngjes med tyndere armering?

Til stgtte for Walds analyser havde det amerikanske militaer fremskaffet data om skudhuller, for de ameri-
kanske kampfly, der vendte tilbage til baserne:

Udsnit af flyet Antal skudhuller pr kvadratfod
Motoren 1.11
Skroget 1.73
Braendstoftankene 1.55
Resten af flyet (vinger mm) 1.8

Sa her har vi autentiske data fra anden verdenskrig, som kan prasenteres for klassen. Derefter kan klassen
deles op i grupper, fx parvis, og diskutere, hvad ville de anbefale vedrgrende armeringen af flyene: Hvilken
del af flyet ville de ofre mest armering pa.

1. del: Data fremlaegges og diskuteres

Det er vigtigt, at det fgrer til en dben diskussion grupperne indbyrdes, sa man kan samle op pa gruppernes
forslag til sidst og hgre de forskellige overvejelser, de matte have gjort og de forskellige anbefalinger, det
matte fgre til. Hvis der er konsensus om et af forslagene kan man notere det, men pa dette stadie gaelder
det om at holde alle muligheder abne og ikke ‘rgbe’ det 'rigtige svar’. Af samme grund er det ogsa vigtigt at
finde ud af, om der er elever, der kender problemstillingen pa forhand, for sa kan de ikke deltage i diskussi-
onen.
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2. del: Datastrukturen analyseres ngjere

| forlaengelse af Susanne Ditlevsens video, skal vi nu ngje overveje strukturen af de indsamlede data, og
udnytte dette til en mere praecis dataanalyse. Denne del kan evt. fgres som en samlet diskussion med klas-
sen, eller grupperne kan igen blive bedt om at overveje fx de fglgende sp@grgsmal:

a) Hvad er stikprgven og hvad er populationen i de data som Wald fik preesenteret? Hvorfor
udger de ikke data, for alle de kampfly, som Amerikanerne sendte mod tyskerne, og hvad
er det szerlige kendetegn ved de kampfly, der er med i stikprgven?

b) Hvorfor er stikprgven ikke repraesentativ? Hvis den skulle have vaeret repraesentativ, hvilke
data skulle man sa yderligere have indsamlet?
c) Hvordan kunne en nulhypotese om skudhullernes fordeling se ud? Luftkampe mellem

amerikanske kampfly og tyske kampfly er ret kaotiske og der er ikke tid til praecisionsind-
stilling af maskingeveaererne! Hvilken fordeling fglger skudhullerne ifglge nulhypotesen?

d) Hvorfor afviger skudhullernes observerede fordeling i stikprgven sig fra den forventede
fordeling?

e) Hvad forteeller det om skudhullernes fordeling pa de fly, der blev skudt ned af tyskerne?

f) Hvad fortzeller det om sarbarheden af de forskellige dele pa et fly? Hvilken anbefaling ville
du nu give det amerikanske militzer, vedrgrende armeringen af de amerikanske kampfly:
Hvor pa flyet skal de ofre szerligt meget armering?

3. del: Videre arbejde med problemstillingen

| de foregaende afsnit har vi undersggt Walds problemstilling med elementare metoder fra iseer den de-
skriptive statistik. Det ggr projektet tilgaengeligt allerede pa C-niveau. Men hvis man arbejder med projek-
tet pa A-niveau og gerne vil forankre det i en sandsynlighedsteoretisk ramme, er der flere muligheder for at
uddybe projektet.

Dels kan man laese Walds originale rapport: A method of estimating plane vulnerability based upon damage
of survivors. Du kan hente denne rapport her.

Man kan da arbejde med udvalgte dele af artiklen og pr@ve at forklare den teori, der ligger bag ved hans
beregninger.

Dels kan man laese en moderne statistisk analyse af Walds originale rapport: Abraham Walds work on air-
craft vulnerability. Du kan hente denne rapport her.
Igen kan man arbejde med udvalgte dele af artiklen og prgve at forklare den teori, der ligger bagved.
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5. Er det usundt at ryge? (B og A)

Denne aktivitet, der kan anvendes i et arbejde med hypotesetest med brug af ° — fordelingen, er hentet fra
Hvad er Matematik, C bogen kapitel 9, afsnit 6.

Har rygning indflydelse pa helbredet? Det forsggte en bergmt undersggelse af 1314 kvinder fra Whickham
at svare pa.

Whickham er et blandet land- og bydistrikt teet ved NewCastle upon Tyne i England. | drene 1972-74 blev
de spurgt, om de var rygere, og tyve ar senere registrerede man, hvor mange af de adspurgte, der stadig-
vaek var i live. Man fandt da fglgende resultater, som vi har samlet i en krydstabel.

Observerede vaerdier

Rygevaner
ja nej | alt
RIS dod 139 230 369
tilstand
i live 443 502 945
| alt 582 732 1314

Spa@rgsmadlet er nu, om der i tabellen er belaeg for en sammenhaeng mellem rygevaner og helbredstil-
stand? Har rygere en anden helbredstilstand end ikke-rygere?

For at kunne belyse denne problematik med en statistisk test, bgr vi f@rst ggre os klart, i hvilket omfang det
er rimeligt at betragte den pageeldende gruppe af kvinder som en repraesentativ stikprgve for en langt stgr-
re population, fx alle indbyggerne i England? Kan vi reelt slutte noget om engleendernes helbredstilstand ud
fra en enkelt gruppes opfgrsel?

Normalt sikrer man sig repraesentativitet ved at vaelge deltagerne i stikprgven tilfeeldigt. Men disse kvinder
er valgt alt andet end tilfaeldigt: De er fx alle sammen fra et bestemt afgreenset omrade af England. Der er
0gsa mange andre variable, der ikke er taget hgjde for.

@Dvelse 9.26
Naevn tre andre variable, der kunne have indflydelse pa undersggelsens resultat.

Hvis nogle af de variable, der er kommet frem i gvelse 9.26, faktisk har indflydelse pa helbredstilstanden, er
det selvfglgelig afggrende, at disse variable er tilfaeldigt fordelt pa de to grupper af rygere og ikke-rygere, sa
det reelt er effekten af rygning, vi ser, og ikke effekten af en sadan skjult variabel. | fgrste omgang vil vi dog
ignorere dette aspekt.
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Forste skridt i den statistiske undersggelse er at fastlaegge nulhypotesen:
Der er ingen sammenhang mellem helbredstilstand og rygevaner.
Nulhypotesen kan ogsa formuleres saledes: De to variable er uafhangige.

Nar vi skal teste nulhypotesen, begynder vi med at fastleegge et signifikansniveau pa 5%.

Dernaest udregner vi x2-teststgrrelsen for afvigelsen mellem de observerede vaerdier og de forventede
vaerdier. Nulhypotesens antagelse om uafhaengighed betyder, at de forventede vaerdier har samme pro-
centfordeling for rygere og ikke-rygere. Vi far derfor fglgende tabel over de forventede vaerdier:

Forventede vaerdier

Rygevaner
ja nej | alt
Helbreds- dad 16344 20556 369
tilstand
i live 418,56 526,44 945
| alt 582 732 1314

De forventede vaerdier fremkommer sdledes: Farst omregnes kolonnen | alt til procentandele: 369 udggr
28,08% af 1314 og 945 udggr 71,9% af 1314. Antagelsen om samme fordeling for rygere og ikke-rygere
gar, at vi udregner disse to procentdele af henholdsvis 582 og 732. Eksempelvis er 28,08% af 582 lig med
163,44.

@velse: 9.27
Gennemfgr udregningen af de forventede vaerdier i den ovenstaende tabel i detaljer.

X’-teststgrrelsen udregnes igen som en sum af alle bidrag af formen:

(observeret - forventet)’
forventet

Her far vi:

,  (139-163,43)° N (443 -418,57)° , (230 ~205,55)° . (502 - 526,55)"
X =T 163,43 418,57 205,55 526,55

¥? =3,65+143+2,91+114=9,12

Antallet af frihedsgrader i en 2 x 2-tabel er 1. Vi har tidligere omtalt, at dette teoretisk betyder, at middel-
tallet for teststgrrelsen er omkring 1, hvis nulhypotesen holder. S8 meget tyder pa, den ikke kan holde. Det
kan vi nu undersgge naermere pa to mader.
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Eksperimentel metode:

Vi antager, at nulhypotesen holder, dvs. at der er uafhaengighed. Lad os forestille os at alle 1314 kvinder
havde et kartotekskort med de to oplysninger skrevet pa hver sin halvdel af kortet: Rygevaner skrevet ne-
derst, og dgd/i live gverst.

Vi klipper nu disse kort midt over, samler dem i to bunker og blander kortene med rygevaner vilkarligt
rundt. Sa laegger vi de to kortbunker ved siden af hinanden og limer dem sammen igen, sa vi nu far nye
kort, men stadig med rygevaner nederst og dgd/i live gverst. Med de nye kort er der stadig 582 kvinder
som ryger, og 732 der ikke g@r, og der er stadig 369 kvinder, der er dgde, og 945 der er i live. Det er alene
kombinationerne af rygning og helbred, der er zendret.

Men i de sammenblandede kort er helbredstilstanden ngdvendigvis uafhaengig af rygevaner. Derfor er der
nogenlunde samme fordeling af helbredstilstanden for rygere og for ikke-rygere. Vi har altsa pa denne ma-
de simuleret nulhypotesen, dvs. uafhaengigheden af rygevaner og helbredstilstand.

@velse 9.28
En sadan simulering (omrgring) kan gennemfgres i et vaerktgjsprogram: Den ene variabel holdes fast, mens
den anden blandes vilkarligt rundt, og resultatet samles i en ny antalstabel.

a) Gennemfgr en sadan omrgring, eller ga ind pa hjemmesiden, og benyt den animation, der ligger der.

- 2 .
b) Opstil formlen for x -teststgrrelsen for en simu Middelvesrdi = 4.09077 (-test-storrelse = 9.1209

lering efter samme princip som ovenfor.

c) Gennemfgr et mindre antal simuleringer, fx 20.
Ser det ud til at veere nemt at finde en simulering,
der er lige sa skeev som den observerede?

d) Gennemfgr nu 1000 simuleringer, hvor teststgr-
relsen registreres, og praesenter fordelingen af

teststgrrelsen i et prikdiagram (som vist her) eller i !l! '”
j li lba.ad
2 4 6 8

et passende histogram. Plot ogsa den observerede " -

10 12 14
maling

»
»

tekststgrrelse.

Testst@rrelsen er sa usadvanlig, at kun to simuleringer ud af 1000 giver en stgrre veerdi. De to skaeve udfald
svarer til et skgn over p-veerdien pa 0,2%
Konklusion: Nulhypotesen forkastes. Vi slutter derfor, at der er en mellem rygevaner og helbredstilstand.

Formelbaseret metode:
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Vi har beregnet teststgrrelsen til at veere 9,12. En 2 x 2-antalstabel har 1 frihedsgrad. Vi finder p-vaerdien ud
fra den teoretiske x*-fordeling og ved brug af den sakaldt kumulerede x’-fordelingsfunktion.

Grafen viser taethedsfunktionen for x*-fordelingen 0,02
med 1 frihedsgrad.
0,016
Veerktgjsprogrammet giver: 0.012
X’Cdf(9.1209,°,1) = 0.002527 ’
0,008
0,004

2 4 6 8 10 12

Pvelse 9.29 teststorrelsen

a) Benyt dit vaerktgjsprogram til at finde
p-veerdien savel grafisk som ved beregning ud fra den kumulerede x2-fordeling.

b) Hvor lille skal testst@rrelsen veaere, for at vi ikke lzengere kan forkaste nulhypotesen?

¢) Udnyt den indbyggede uafhaengighedstest i et veerktgjsprogram til automatisk at udfgre
testen og derigennem fa udregnet fx testvaerdien og p-vaerdien.

p-vaerdien er altsa 0,0025 svarende til 0,25% og ligger derfor klart under signifikansniveauet pa 5%
Konklusion: Nulhypotesen forkastes. Vi slutter derfor at der er en sammenhang mellem rygevaner og hel-
bredstilstand.

5.1 Der er noget galt — skjulte variable og Simpsons paradoks

Men der er et problem: Sammenhangen peger den forkerte vej! Kigger vi neermere pa de observerede
procentfordelinger, ser vi nemlig, at rygerne har den stgrste chance for at overleve. Det ser altsa ud til at
veere sundt at ryge!

Ikke-ryger Ryger

i live

68,6 %

ded

De 76% af rygerne er stadigvaek i live mod kun 69% af ikke-rygerne. Sa hvad foregar der egentlig?
Problemet viste sig netop at vaere en skjult variabel, som vi omtalte i begyndelsen af afsnittet. Gruppen af
rygere og ikke-rygere er ikke ens fordelt i forhold til alder. Hvis vi opdeler i tre aldersgrupper:

Ung (fra 18-34 ar), Midaldrende (fra 35-54 ar), Gammel (mindst 55 ar) sa finder vi de fglgende krydstabel-
ler:
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Ung Midaldrende Gammel
Ja Nej Ja Nej Ja Nej
Dad 5 6 Dod 41 19 Dad 93 205
I live 174 213 I live 198 180 | live 71 109
@velse 9.30

a) Kopier tabellerne ind i et vaerktgjsprogram, og udregn raekke- og sgjlesummerne.
b) Udregn overlevelsesprocenterne for rygere og ikke-rygere i de tre aldersgrupper.
c) [MHlustrer resultatet grafisk.

d) Hvordan ser ssammenhangen nu ud mellem rygevaner og helbred?

Den ovenstaende situation, hvor en statistisk sammenhaeng vender, nar man inddrager en skjult variabel i
analysen, kaldes Simpsons paradoks. Den understreger, hvor forsigtig man skal veere med at drage slutnin-
ger om arsagssammenhaange ud fra en statistisk ssmmenhang. Problemet ligger i den manglende varia-
belkontrol. I Hvad er Matematik? C, i-bogen kan du dels laese en kommentar til undersggelsen, der inddra-
ger Simpsons paradoks, dels finde et uddybende materiale om Simpsons paradoks. Der findes ogsG mere
materiale om Simpsons paradoks i afsnit 6 om racefordomme i USA.

Nar vi skal finde ud af, hvilke faktorer der har indflydelse pa levealderen, er det vigtigt, at vi kun sendrer pa
en variabel ad gangen. Nar vi fokuserer pa rygning, skal alle andre faktorer altsa alt andet lige veere ens
fordelt i de to grupper: rygere og ikke-rygere. Det kan vaere sveert i praksis at sikre sig dette. Bare det at
fastlaegge, hvilke variable der kan taenkes at have indflydelse pa levealderen, kan vaere sveert nok. | praksis
vil man derfor ofte komme ud for, at stikprgverne er skaevt sammensat med hensyn til andre variable, end
dem man undersgger.

Definition: Bias

En stikprgve, der overrepraesenterer eller underrepraesenterer individer med bestem-
te karakteristika (variable), og hvor disse har indflydelse pa det spgrgsmal, man un-
dersgger, siges at veere praeget af bias.

Den eneste sikre strategi er, at alle andre variable er tilfaeldigt fordelt pa de to grupper i stikprgven, sakaldt
statistisk variabel kontrol, sa en eventuel indflydelse fra skjulte variable udjeevnes. Men ogsa dette kan
veere sveert at styre i praksis.

Hvis man er i samarbejde med et andet fag, kan der muligvis ud fra dette fags viden peges pa en mekanis-
me, der kan forklare pavirkningen fra den ene variabel til den anden. Men ogsa dette kan vise sig at veere
yderst vanskeligt. Havde vi fx ikke haft tabellerne med aldersfordelingen, kunne vi jo ikke have pavist, hvor
problemet Ia.
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5.2 The Mortality of Doctors

| komplicerede situationer kan det derfor vise sig meget sveert at lgfte bevisbyrden. Her er sammenhaengen
mellem rygning og helbred et klassisk eksempel pa, hvor svaert det kan vaere.

De fgrste af en lang keede af indicier pa en mulig sammenhang imellem rygning og helbredblev fundet i
midten af 50’erne af et engelsk forskerteam under ledelse af epidemiologi-eksperten Richard Doll. | en ba-
nebrydende artikel fra 1954: "The mortality of doctors in relation to their smoking habits", offentliggjort i
det anerkendte fagtidsskrift British Medical Journal, paviste de for fgrste gang en ret klar ss mmenhang
mellem rygning og lungekraeft.

Undersggelsen forlgb over to et halvt ar og involverede 40.000 laeger. Ved starten af undersggelsen regi-
strerede man deres rygevaner, og ved udlgbet af undersggelsen registrerede man samtlige dgdsfald og
deres arsag i perioden. Af de 40.000 laeger dgde 723 i perioden — heraf dgde 36 af lungekraeft. Alle der dg-
de af lungekreeft, var rygere. Ved at sammenholde testpersonernes rygevaner med deres dgdelighed for
lungekraeft sd man nu en relativ klar sammenhang mellem rygevaner og dedelighed.

Richard Doll, engelsk ekspert i epidemiologi, der undersggte sammenhangen
mellem rygning og helbredstilstand. Hans handtegnede diagram illustrerer for-

holdet ("ratio") mellem antal NON- SMOKERSSMOKERS SMOKERS

SMOKERS OF Il4 OF 1524 OF 250R
observerede og antal for- ¢/OAY  9/DAY  MORE
ventede dgde i forskellige Ratio 20 g

& betweenl,s
grupper af rygere. Hvis for- observed LUNG
and |Qp=sssscasussrsneqmeneEaes CANCER
holdet fx er 1,5 betyder det, expectedo. 5 12 1] ;_5_
at der er 1,5 gange flere deaths 3w [
00 .

dgde, end forventet.

@velse 9.31
Gennemga den handtegnede graf fra 1954. Hvorfor antyder den en sammenhang mellem rygevaner og
lungekrzeft. Hvorfor er det centralt, at rygerne er yderligere kategoriserede efter deres rygevaner?

Artiklen blev taget som et indicium for en mulig sammenhang mellem rygning og helbred. Dolls team hav-
de taget mange forholdsregler for at undga skjulte variable. Fx havde de sikret sig, at alle dgdsfald i under-
spgelsesgruppen kom med, og at dgdsarsagen var sa objektiv som mulig, idet den blev uddraget direkte fra
dgdsattesten. De sikrede sig ogsa mod mulige fejldiagnoser (maske undersgger man ikke dgdsarsagen
grundigt nok og skriver bare lungekraeft pa dgdsattesten, fordi det er sa oplagt en dgdsarsag for rygere).
Men sa skulle andre dgdsarsager veere underrepraesenterede, hvilket de kunne pavise ikke var tilfeeldet.

@velse 9.32
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Uddaimelse
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Ikke alle statistikere lod sig overbevise. | Hvad er Matematik? C, i-bogen kan du du finde en artikel af Ronald
Fisher, en af det 20. arhundredes stgrste statistikere, hvor han argumenterer imod en sammenkadning af

rygning og helbred. Fisher var selv storryger.

| en artikel fra 2004, Mortality in relation to
smoking: 50 years’ observation on male British
doctors, kunne Doll i stor detalje kortlaegge de
komplekse sammenhange mellem rygning og
elbred, herunder fx at rygning fra en ung alder
alt andet lige forkorter den samlede levetid
med 10 ar.

60

40

20

Percentage survived from age 35

Doctors born 1900-1930

97

91

i 81 Non-smokers
81

Cigarette smokers

40 50 60 70 80 90

100
Age (years)

@velse 9.33

a) Overseet begreberne, og forklar hvordan de to grafer er tegnet.

b) Forklar, hvad det er, der males med den lodrette stiplede linje.

c) Forklar, hvad der menes med den vandrette linje hvor der star '10 years’.

d)
vetid.
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6. Projekt: Racefordomme i USA og Simpsons paradoks (B og A)

(Dette kapitel er en redigeret udgave af projekt 9.9 i B-bogen: Racefordomme og Simpsons paradoks. Data
er hentet fra M. Radelet, "Racial characteristics and imposition of death penalty", American Sociological
Review, 46 (1981), pp 918-927 )

| dette projekt vil vi undersgge racefordomme i USA: Bliver de sorte diskrimineret i forhold til de hvide? Fx
har det veeret pastdet at retssystemet ikke er sa farveblindt som det maske burde veere. For at undersgge
dette har man kigget pa dgdstallene for 326 retssager, hvor den anklagede risikerede dgdsstraf.

@velse 6.1. Den anklagedes hudfarve
Den fglgende krydstabel viser sammenhaengen mellem den anklagedes hudfarve og den dom, der blev
faeldet i retssagen:

Status\Anklaget Hvid Sort
Dgmt til dgden 19 17
Frifundet 141 149

a) Udbyg tabellen med totalvaerdier, og oversaet ogsa tabellen til en procenttabel, der viser
hvor stor en andel af de anklagede, der demmes til dgden, den sakaldte d@dsrisiko.

b) Afbild tabellen i passende diagram og skriv en forelgbig konklusion som svar pa spgrgsma-
let: Tyder data fra de amerikanske retssager pa at sorte bliver diskrimineret i forhold til
hvide?

@velse 6.2. Ofrets hudfarve

| denne gvelse inddrager vi endnu en variabel, nemlig ofrets hudfarve. Maske er juryerne pavirket af ofrets
hudfarve i deres domfaeldelse? Det ville jo veere en lige sa klar racediskrimination. Datamaterialet opdeles
derfor yderligere efter ofrets hudfarve. Det giver anledning til de fglgende to deltabeller:

Ofret var hvid Ofret var sort
\Anklaget Hvid Sort Status\Anklaget Hvid Sort
Dgmt til dgden 19 11 Dgmt til dgden 0 6
Frifundet 132 52 TR . 97

a) Gennemfgr nu den samme beregninger som i fgrste gvelse for hver af de to krydstabeller:
dvs. undersgg dgdsrisikoerne i de forskellige tilfelde

b) Skrivigen en ny forelgbig konklusion pa spgrgsmalet: Tyder data fra de amerikanske rets-
sager pa at sorte bliver diskrimineret i forhold til hvide?

Overvej om der er overensstemmelse mellem de to konklusioner fra fgrste og anden akt? Hvis ikke, hvad
kan da veaere grunden til at du nar til to forskellige konklusioner?
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6. 1 Simpsons paradoks

| det foregaende skulle du gerne have set et eksempel pa at en konklusion kan vendes, nar man slar to del-
tabeller sammen til en stgrre tabel, dvs. nar man ser bort fra en tredje variabels indflydelse pa sagen —den
sakaldte skjulte variabel. | denne sammenhang betyder et paradoks at man er overrasket over noget, at
resultatet af undersggelsen strider mod ens umiddelbare forventning: Slar man to delundersggelser sam-
men til en stgrre undersggelse burde det jo ikke andre pa konklusionen.

| forste gvelse tog vi kun hensyn til den anklagedes hudfarve ud fra en forventning om at den var afggrende
for dgdsrisikoen. Det viste sig da at de hvide anklagede faktisk havde en hgjere dgdsrisiko end de sorte
anklagede, om end forskellen ikke var sa markant. Men for at vaere sikker pa konklusionen er vi ngdt til at
forudseette 'alt andet lige' princippet. Der kunne jo vaere andre faktorer, der havde indflydelse pa dgdsrisi-
koen, skjulte variable som vi ikke har inddraget i undersggelsen. Men hvis vi har sgrget for at sammensaet-
ningen for de @gvrige variable er den samme i de to typer retssager, dem hvor det er en hvid, der er anklaget
og dem, hvor det er en sort, der er anklaget, sa burde virkningen af disse skjulte variable veere den samme i
begge tilfelde, og en eventuel forskel burde derfor kunne tilskrives den anklagedes hudfarve. Konklusionen
holder altsa kun hvis sammensaetningen af de to typer retssager alt andet lige er den samme for alle andre
variable, som vi ikke har taget hensyn til (dvs. vi har udfgrt variabelkontrol og holdt alle andre variable pa
samme niveau i de to typer).

Skulle det mod forventning vise sig at sammensatningen af de to typer retssager faktisk er meget forskelli-
ge med hensyn til en tredje skjult variabel, sa star vi derimod meget darligt i vores konklusion, for sa kunne
forskellen i domfaldelserne jo lige sa godt skyldes aendringen af den skjulte variabel.

I den anden gvelse inddrog vi netop en sadan skjult variabel, ofrets hudfarve, og nu viser der sig pludselig
en markant forskel i sammensatningen af de to typer retssager: Der er stort set ingen sorte ofre i de sager,
hvor de hvide er pa anklagebzenken. Hvorfor det er sadan kan ogsa i sig selv vaekke grund til bekymring: Er
det fx sadan at der bare ikke bliver rejst sag i de tilfaelde, hvor en sort overfaldes af en hvid? Men det vil vi
ikke se naermere pa her. Her holder vi os til data, og nar vi inkluderer den skjulte variabel, sa tyder data
pludselig pa at de sortes dgdsrisiko er markant stgrre end de hvides.

Hvordan kan det nu veere at en sadan skjult variabel kan vende billedet? For at forsta hvordan paradokset
kan opsta kan det vaere en fordel at indfgre en simpel model til at forklare hvad der foregar. Vi vil da give to
forskellige modeller, en simpel, der viser hvordan man kan konstruere paradokset, og en lidt mere detalje-
ret, hvor vi bade forsgger at forsta oprindelsen til paradokset og fa et endeligt svar pa spgrgsmalet: Tyder
data fra de amerikanske retssager pa at sorte bliver diskrimineret i forhold til hvide?

Fejlslutningen
Vi vender tilbage til tabellerne hvor vi har yderligere opdelt retssagerne efter ofrenes hudfarve

Ofret var hvid Ofret var sort
Status\Anklaget | Hvid Sort | alt Status\Anklaget | Hvid Sort | alt
Dgmt til dgden 19 11 30 Dgmt til dgden 0 6 6
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Frifundet 132 52 184 Frifundet 9 97 106
| alt 151 63 214 | alt 9 103 112

Hvidt offer: | fglge den fgrste tabel er dgdsrisikoen for hvid givet ved 19/151 = 12.6%, mens den for sort er
givet ved 11/63 = 17.5%, dvs. sorts dgdsrisiko er stgrst:
1 19
Psort ofret er hvid = 5 > E = Phvid|ofret er hvid
Sort offer: Ifglge den anden tabel er dgdsrisikoen for hvid givet ved 0/9 = 0%, mens den for sort er givet
ved 6/103 = 5.8%, dvs. igen er sorts dgdsrisiko stgrst:
6 0

psortlofret ersort 1 03 > 9 phvid | ofret er sort

Men hvorfor kan vi sa ikke slutte at det samme sa ogsa ma geaelde for den kombinerede dgdsrisiko? Hvis vi
fx lagde brgkerne sammen er det jo klart at summen af de to stgrste brgker er stgrre end summen af de to
mindste brgker. Men vi leegger ikke brgkerne sammen, nar vi kombinerer de to tabeller: Vi laegger tzellerne
sammen og navnerne sammen — og det er noget helt andet:

Status\Anklaget Hvid Sort lalt
Dgmt til dgden 19=19+ 17=11+ 36=30+
Frifundet 141 =132 + 149 =52 + 290 =184 +
| alt 160 =151 + 166 = 63 + 326 =214 +

1940 19 17 _ 1146 _
Prids = 15179 7160 ~ 166 631163 Pt

@velse 6.3. Geometrisk illustration

antal demte

Dgdsrisikoen, dvs. brgken —=———
antal anklagede

kan opfattes som haldningen for den rette linje gennem Origo

(0,0) og (antal anklagede, antal dgmte).
a) Afsatiet koordinatsystem antal anklagede ud af fgrsteaksen og antal dgmte op af anden-
aksen. Afseet heri punkterne hgrende til Hvidsamier 08 Sortsamiet fra tabellen nedenfor, dvs
afsaet punkterne (160,19) og (166,17)

Status\Anklaget Hvid Sort
Dgmt til dgden 19 17
Frifundet 141 149
I alt 160 166
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b) Hvad er haldningerne for de linjestykkerne, der forbinder Origo (0,0) med de afsatte punk-
ter?

c) Gogr det samme med de to deltabeller, hvor den fgrste giver anledning til punkterne Hvid-
hvidt offer O8 HVidsort offer, mens den anden giver anledning til punkterne Sorthyigt offer 08 SOrtsort
offer-

d) Hvilken figur er knyttet til de fire punkter Origo, Hvidhidt offer, HVidsort offer 08 HVidsamier? traek
figuren op og farv det indre lysegrat (for hvid).

e) Samme spgrgsmal til de sorte punkter, hvor figuren farves mgrkegra (for sort)!
11 19

f) Hvad fort&”er U“ghederne psortlofret erhvid — 5 > E = phvidlofret er hvid

6 O

0g psortlofret ersort 1 03 > 9 phvid | ofret er sort

dig om den 'hvide' og den 'sorte' figur?
g) Prev nu at forklar med dine egen ord, i hvilken forstand figuren fremstiller Simpsons para-
doks.

Bemaerkning: Hvis du i stedet opretter de 6 punkter HVidhigt offers HVidsort offer 08 HVidsamiet , SOMthvigt offers SO tsort
offer 08 Sorts,mier SOM frie gitterpunkter med heltallige koordinater har du nu en 'maskine' der hurtigt og
nemt kan frembringe andre eksempler pa antalstabeller, der illustrerer Simpsons paradoks.

Den skjulte variables rolle

Vi vil nu endelig prgve at forsta den skjulte variabels rolle. Det sker igen ved hjzlp af en simpel model. Den
skjulte variabel handler om ofrenes sammensatning ved de involverede forbrydelser. Det er nemmest at
indfgre en enkelt variabel x, der netop reprasenterer den brgkdel som de hvide ofre udggr. Hvis der slet
ingen hvide ofre er har den vaerdien 0, hvis der er lige mange hvide ofre og sorte ofre har den veerdien 7,
hvis der kun er hvide ofre har den vaerdien 1. Variablen x antager altsa vaerdier mellem 0 og 1.

Dvelse 6.4
a) Hvilken vaerdi har variablen x i tilfaeldet med de hvide anklagede? Denne veerdi kaldes xyyig.

b) Hvilken vaerdi har variablen x i tilfeeldet med de sorte anklagede? Denne vaerdi kaldes xsort.

Dernaest har vi dgdsrisikoen, som vi vil betegne med p. Den afhanger af ofrenes sammensatning. Hvis vi
gar ud fra de to deltabeller:

Ofret var hvid Ofret var sort
Status\Anklaget | Hvid Sort | alt Status\Anklaget | Hvid Sort | alt
Dgmt til dgden 19 11 30 Dgmt til dgden 0 6 6

Frifundet 132 52 184 Frifundet 9 97 106
lalt 151 63 214 | alt 9 103 112

kan vi omstrukturere disse til en ny krydstabel, der viser forholdene for de hvide anklagede.
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Retssager med en hvid pa anklagebaenken

Hvidt offer [{eladelii=ls | alt
Dgmt til dgden 19 19
Frifundet 132 141
I alt 151 160

Vi ser da at dgdsrisikoen er 0/9, hvis der kun er sorte ofre svarende til x = 0 og tilsvarende er den 19/151,
hvis der kun er hvide ofre svarende til x = 1. Vi kan altsa udfylde den fglgende tabel over sammenhangen
mellem offerbrgken x og dgdsrisikoen p:

x = offerbrgken | O = startvaerdi (ingen hvide) | 1 = slutveerdi (kun hvide)
p = dgdsrisikoen 0/9 19/151

@velse 6.5. Sammenligning af dgdsrisiko for hvid og sort

a) Tegn den linexere sammenhaeng, der hgrer til denne tabel i et koordinatsystem, hvor du af-
saetter offerbrgken x (den skjulte variabel!) ud af f@rste aksen og dgdsrisikoen p op af an-
denaksen. Afsaet ogsa den faktiske offerbrgk xniq = 151/160 pa x-aksen og find den tilhg-
rende p-vaerdi grafisk. Kontroller at den stemmer overens med dine tidligere fundne resul-
tater.

b) Gentag derefter den samme g@gvelse med de retssager, hvor der er en sort pa anklagebaen-
ken.

c) Du har nu frembragt to linezere sammenhange i det samme koordinatsystem, hvoraf den
ene viser hvordan dgdsrisikoen for en hvid anklaget afthaenger af offerbrgken, mens den
anden viser hvordan dgdsrisikoen for en sort anklaget afhaenger af offerbrgken.

d) Brug diagrammet til at forklare Simpsons paradoks: Hvordan er det muligt at hvids dgdsri-
siko kan ligge hgjere end sorts dgdsrisiko pa trods af at hvids graf ligger under sorts graf?

e) Huvis du korrigerer for de forskellige offerbrgker kan du nu ogsa besvare det fglgende
spgrgsmal ud fra grafen: Hvor meget hgjere er dgdsrisikoen for en sort anklaget end dgds-
risikoen for en hvid anklaget — hvis alt andet er lige?
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7. Case om skjulte variable: Optagelsestallene fra Berkeley (B og A).
Hvis man ikke har tid til et projekt som beskrevet i afsnit 6, sG kan man vaelge at gennemgd denne lille case,
der har samme grundlaeggende pointe vedr. skjulte variable og Simpsons paradoks.

| en bergmt klagesag fra 1973 blev University of California i Berkeley i USA beskyldt for kgnsdiskrimination i
sine optagelsesprocedurer. Dette er en meget alvorlig anklage i USA, da en reekke af offentlige tilskud er
afhaengige af at Universitet opfylder en raekke kriterier for ‘god opfersel’, herunder at Universitet ikke dis-
kriminerer mod k@n, race, religion osv. i sine optagelsesprocedurer.

@velse 7.1
Ud af 2691 mandlige anspgere blev de 1198 optaget. Ud af 1835 kvindelige ansggere blev 557 optaget.
a) Opstil en krydstabel for koblingen mellem kgn og optagelse pa University of California i
Berkeley.

b) Undersgg om der er belaeg i tabellen for at rejse anklage om kgnsdiskrimination.

Vi inkluderer nu en skjult variabel i form af de forskelle optagelsesomrader (fakulteter). Optagelsestallene
fra de seks hovedomrader ser nu saledes:

Hovedomrade 1: Hovedomrade 2: Hovedomrade 3:
Status . Status . Status .
Ken optaget |afvist Ken optaget |afvist Ken optaget |afvist
Kvinder |89 19 Kvinder |17 8 Kvinder |202 391
Mand 512 313 Maend 353 207 Mand 120 205
Hovedomrade 4: Hovedomrade 5: Hovedomrade 6:
Status . Status . Status .
Kon optaget |afvist Ken optaget |afvist Kon optaget |afvist
Kvinder 131 244 Kvinder |94 299 Kvinder |24 317
Maend 138 279 Maend 53 138 Maend 22 351
@velse 7.2

a) Undersgg nu igen sammenhangen mellem k@gn og optagelsesstatus inden for hvert af de
seks hovedomrader.

b) Er der stadigvaek belaeg for pastanden om kgnsdiskrimination i optagelsesproceduren?

Konklusionen fra den oprindelige artikel om Berkeley sagen

Examination of aggregate data on graduate admissions to the University of California, Berkeley, for fall
1973 shows a clear but misleading pattern of bias against female applicants. Examination of the disaggre-
gated data reveals few decision-making units that show statistically significant departures from expected
frequencies of female admissions, and about as many units appear to favor women as to favor men. If the
data are properly pooled, taking into account the autonomy of departmental decision making, thus correct-
ing for the tendency of women to apply to graduate departments that are more difficult for applicants of
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either sex to enter, there is a small but statistically significant bias in favor of women. The graduate de-
partments that are easier to enter tend to be those that require more mathematics in the undergraduate
preparatory curriculum. The bias in the aggregated data stems not from any pattern of discrimination on
the part of admissions committees, which seem quite fair on the whole, but apparently from prior screen-
ing at earlier levels of the educational system. Women are shunted by their socialization and education
toward fields of graduate study that are generally more crowded, less productive of completed degrees,

and less well funded, and that frequently offer poorer professional employment prospects.
Bickel, P. J., Hammel, E. A., and O’Connell, J. W. (1975) Sex bias in graduate admissions: Data from Berkeley. Science, 187, 398—403.

@velse 7.3
Hvad siger de til problemstillingen?
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8. Testet positiv—men er man syg? (B og A)

Det tredje indledende eksempel fra Susanne Ditlevsens film, hvor substansen er test af om man er syg, kan
anvendes i et forlgb, der giver en indfdring i begreber og metoder, der knytter sig til emnet betingede sand-
synligheder. Vaelger man at gennemfare et egentligt forlab om betingede sandsynligheder, kan materialet
her indga som en slags paradigmatiske eksempler.

| Susanne Ditlevsens film praesenteres en case, hvor der er udviklet en bestemt test til at afslgre om man
har en given sygdom. Den nye metode er abenbart rigtig god, idet den faktisk fanger langt hovedparten af
de der er syge.

Antalstabeller kan hjaelpe med til at give overblik over nogle oplysninger og spgrgsmal, der i fgrste omgang
forekommer lidt indviklede. Sa for at fa overblik over tallene kan det veere en fordel at opstille de oplysnin-
ger vi har i en antalstabel:

test \ tilstand syg rask | alt
positivt udslag a c a+c
ikke positivt udslag b d b+d
| alt a+b c+d

@velse 8.1
a) Se nuden del af filmen igen og noter dig hvilke oplysninger du far. Hvor i tabellen kan du
indszette disse oplysninger?

b) Laeg maerke til, at det er procent-oplysninger. De enkelte procenttal der naavnes ma jo vee-
re procent af noget. Men af hvad?

@velse 8.2
Det spgrgsmal vi gerne vil have svar pa er: Hvis jeg bliver testet positiv, hvad er sa sandsynligheden for at
jeg faktisk er syg. Hvilke tal i tabellen skal man kende, for at kunne svare pa det?

Se nu igen den del af filmen, hvor Susanne diskuterer med de studerende i auditoriet. Der kommer to svar,
som vi abenbart kan bruge. Noter disse svar. Et af dem taler om et begreb, der hedder falsk positiv.

@velse 8.3. Begrebet falsk positiv
a) Hvad betyder dette begreb, falsk positiv?

b) (Forudseetter du har arbejdet med hypotesetest) Nar vi arbejder med hypotesetest udreg-
nes en p-vaerdi pa grundlag af en nulhypotese. p-veerdien sammenlignes med et pa forhand
fastlagt signifikansniveau, og stgrrelsen af p-vaerdien afggr om vi forkaster eller accepterer
nulhypotesen. Der er saledes indbygget en subjektivt fastlagt greense mellem accept og
forkastelse i hypotesetest. Dette betyder ogsa, at vi kan bega fejl to typer af fejl: Forkaste
noget sandt eller acceptere noget falsk. Laes evt. afsnittet om retssagsmetaforen i Hvad er

Videoerne hostes af L&R Uddannelse A/S ¢ Vognmagergade 11 ¢ DK-1148 ¢ Kgbenhavn K e TIf: 43503030 ¢ Email: info@Iru.dk.

34



Matematisk forskning IR
10 danske matematikere — 10 matematiske fortaellinger Uddannelse
Projektmateriale 1 i tilknytning til Susanne Ditlevsen: Statistiske metoder EGMONT

matematik? B og svar pa, hvad sammenhangen er mellem falsk positiv, falsk negativ og de
to fejltyper i hypotestest.

c) Argumenter for, at hvis vi for et gjeblik glemmer selve tallene, og giver en rent kvalitativ
beskrivelse af de enkelte rubrikker i tabellen, sa kan det ggres saledes:

test \ tilstand syg rask | alt
positivt udslag sand positiv (a) | falsk positiv (c) a+c
ikke positivt udslag | falsk negativ (b) | sand negativ (d) b+d
I alt a+b c+d

Giv med dine egne ord en beskrivelse af, hvad der daekker sig bag de andre tre begreber.

@velse 8.4
Der kom yderligere et svar fra en af de studerende. Hvor i tabellen er vi henne med dette svar?

@velse 8.5
| Susannes opsummering pa casen treekkes nogle absolutte tal ind pa scenen. Hvor i antalstabellen hgrer
disse til? Overvej hvorfor vi med de nye oplysninger faktisk kan svare pa spgrgsmalet.

@velse 8.6. Case om betydningen af antallet af smittede

Lgs nu selv fglgende gvelse med brug af antalstabeller som ovenfor.

Antag vi har en test for HIV, der er meget effektiv, idet den fanger alle der er smittede. Testen har en falsk
positiv rate pa 5%, og en falsk negativ rate pa 0%.

Vi har en samlet population pa 1000, og ser pa to forskellige situationer:

A) 40% er smittede B) 2% er smittede

Du testes positiv. Hvad er sandsynligheden for at du faktisk er smittet i henholdsvis tilfaelde A og tilfeelde B?

Der findes mange beslagtede problemstillinger, hvor vi sa at sige gerne vil regne baglzans:

- fra en viden om hvor mange der testes positivt til en sandsynlighed for, hvor mange der faktisk er syge

- fra en viden om et barns og en potentiel faders blodtyper, til en sandsynlighed for at han faktisk er far til
barnet.

- fra en viden om et dna-materiale fundet pa et gerningssted og om en mistaenkt persons dna-profil, til
sandsynligheden for at det fundne materiale faktisk stammer fra den mistaenkte.

De sandsynligheder vi her taler om kaldes betingede sandsynligheder. Som udgangspunkt har vi stadig et
frekventielt grundlag for opstilling af sandsynligheder: Sandsynligheden for at en tilfaeldig nyfgdt i Danmark
er en dreng er 49,1%, fordi 49,1% af alle nyfgdte er drenge, dvs frekvensen af drenge er 49,1%.

Ideerne og metoderne inden for denne del af sandsynlighedsregning behandles i naeste afsnit, hvor vi ogsa
giver en kort introduktion til Bayesiansk statistik. Det er en gren af statistikken, nogle vil sige en skole inden
for statistikken, hvor man populaert sagt forlader det frekventielle grundlag og i stedet tager udgangspunkt
i opstilling af betingede sandsynligheder.
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9. Betingede sandsynligheder og Bayesiansk statistik (B og A)

Et forlgb om betingede sandsynligheder og Bayesiansk statistik kan introduceres via et selvstaendigt elevarbejde med
materialet i afsnit 8 sammen med eller i stedet for den indledende case om at “scanne for terrorisme”.

9.1. Case: Potentielle terrorister og paradokset om de falsk positive
(Eleverne arbejder selv dette eksempel igennem som en opvarmning til emnet. Eksempel er lant fra den
canadiske forfatter Cory Doctorow, der diskuterer paradokset i sin bog Little Brother)

Antag man har opdaget en ny og meget sjeelden sygdom, som far navnet Super-AIDS. Sygdommen optrae-
der med en hyppighed pa ca 1 tilfeelde ud af en million. Der udvikles en test der 99% sikker, hvormed me-
nes, at den giver det korrekte resultat 99 ud af 100 gange — sandt, hvis man faktisk er smittet og falsk hvis
man ikke er smittet. Eller sagt omvendt: Den giver et falsk resultat i 1% af tilfeldene.

Sygdommen anses for ekstremt farlig, sa det besluttes at give testen til 1 million indbyggere.

a) Udfyld en tabel som den fglgende (med afrundede tal, det er jo hele mennesker):

har har ikke
test \ tilstand | alt
super-AIDS super-AlIDS

positivt udslag 1
ikke positivt udslag 0
| alt 1 999.999 1.000.000

Et rimeligt mal for, hvor praecis testen er, kunne veere at angive hvor stor en procentandel af de positivt
testede, der faktisk er syg.

b) Hvor preecis er denne test?

c¢) Sammenhold dette tal med, at testen blev praesenteret som 99% sikker. Hvori ligger
forklaringen pa dette paradox?

Nar vi maler pa meget sma stgrrelser, skal vores maleudstyr ogsa vaere meget fintmasket, eller veere indret-
tet pa at kunne registrere noget meget smat. Vil man pege pa en enkelt pixel pa sin skaerm, kan en spids
blyant godt bruges. Men blyanten er ikke anvendelig, hvis man skulle pege pa et enkelt atom.

Lad os traekke en parallel fra den sjaeldne sygdom “super-AIDS” til den aktuelle debat om overvagning af
potentielle terrorister. Kan man ved at sammenkgre store datamangder fra mobiltelefoni, banktransaktio-
ner, rejsemgnstre, aktiviteter pa sociale medier som fx Facebook mv finde potentielle terrorister?

Lad os antage, at efterretningsvaesenet har gode argumenter for at havde, at hvis bestemte indikatorer er
tilstede hos en person, sa er der en vis sandsynlighed for, at vedkommende er potentiel terrorist. Og om-
vendt: Hvis en person faktisk er terrorist, sa fanges de i filtret med 99% sikkerhed. Det afggrende i fgrste
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omgang er ikke, om vi tror pa sadanne indikatorer. Vi antager det er korrekt og analyserer metoden ud fra
denne antagelse. Da vi ikke kan have sikker viden, men taler om sandsynligheder, og da vi taler om potenti-
elle terrorister ma man acceptere, at der ogsa spottes nogen, der faktisk ikke er terrorister.

Lad os antage, at en organisation som det amerikanske efterretningsvaesen, NSA har skaffet sig adgang til
alle bankkonti, til overvagning af alle mobilsamtaler i byen, til at kunne scanne alle facebookprofiler mv. De
har lagt filtre ind, der frikender 99,9%, mens 0,1% af befolkningen matcher NSA’s definition af “potentielle
terrorister”.

Rigtige terrorister, der eksempelvis er villige til at optreede i selvmordsangreb, er sjeeldne. | en by som New
York pa 20 millioner indbyggere anslas der at vaere hgjst 10 sadanne terrorister. Det betyder mindre for det
felgende, om dette tal er fx en faktor 10 stgrre, men der er i vestlige lande trods alt kun set ganske fa til-
faelde af denne type, selv om det ville veere en ret enkel sag at udfgre.

d) Anvend de givne oplysninger til at feerdigudfylde fglgende tabel over “scanningen” af New
York for potentielle terrorister:

test \ tilstand er terrorist | er ikke terrorist | alt
positivt udslag 10

ikke positivt udslag 0

| alt 10 20.000.000

De potentielle terrorister opsamles pa en liste, og en whistle-blower laekker listen til pressen. Det viser sig
din nabo figurerer op listen.
e) Diskuter i gruppen, hvordan | ville reagere pa en sadan oplysning.

f) Hvad er sandsynligheden for at en tilfaeldig person pa listen faktisk er terrorist?
g) Diskuterigruppen den beskrevne metode til at spotte potentielle terrorister.
En test giver aldrig sikker viden. Derfor opererer man i statistik med fglgende fire begreber:
falsk positiv, falsk negativ, sand positiv, sand negativ
h) Placer de fire begreber i de fire rubrikker i tabellen og argumenter for hvordan du placerer
dem.

9.2 Betingede sandsynligheder

Betingede sandsynligheder er sandsynligheder, der beregnes ud fra en eller anden given betingelse. Hvis

man kaster med to terninger, sa er sandsynligheden for at fa en gje-sum pa 10 lig med 3—36:1—12 , fordi der 36

kombinationer af to terninger og preecis kombinationerne (6,4), (5,5) og (4,6) giver summen 10. Hvis man
nu ved, at en af terningerne er en 6’er, sa er der i alt 11 kombinationer, hvoraf de to, nemlig (6,4) og (4,6)

giver summen 10. Dvs med den nye viden er sandsynligheden andret til % .
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Dette kan vi udtrykke i et formelsprog, der viser sig nyttigt, pa fglgende made:

Definitioner og notation vedr sandsynlighedsfelter
1. Den samlede maengde af kombinationer kalder vi udfaldsrummet og betegner det U:
U={(1,1), (1,2), ..(1,6), (2,1), (2,2), .., (2,6),...(6,1), (6,2), .. (6,6)}
Generelt betegner v, et udfald og maengden af alle udfald kaldes for udfaldsrummet:

U={u,u,,..,u,}

2. Heendelser er delmaengder af udfaldsrummet, og betegnes ofte med store bogstaver:
A = alle kombinationer, der giver gje-summen 10:
A ={(6,4), (5,5), 4,6)}
B = alle kombinationer, hvor en af terningerne viser 6:
B={(1,6), (2,6), .. (6,6), (6,1), (6,2), ..(6,5)}

3. Sandsynligheder angives med en sandsynlighedsfunktion P, saledes:
1 3 11 36 33
P((5,5))=—, P(A)=—, P(B)=—, P(U)=—=1, P(lkke-A)=—
(( ))36 ()36 ()36()36 ( )36
Generelt gelder, at
0<P(u)<1 samtat » u,=u, +u,+..u, =1
1
4. Hvis alle udfald har samme sandsynlighed, som det er tilfaeldet med terningekast med én terning
eller med to terninger (sort og rgd fx), sa siger vi, at vi har et symmetrisk sandsynlighedsfelt. | et
symmetrisk sandsynlighedsfelt kan vi udregne sandsynligheden af en haendelse, som fx A, ved
antal udfald i A
samlede antal udfaldi U

formlen: P(A)=

5. Symbolet AnB angiver, at to heendelser som A og B begge indtrzeffer. Det laeses af og til: “bdde
A og B”. An B kaldes ogsa feellesmangden af A og B. | vort eksempel er AnB={(6,4),(4,6)}.

6. Nar vi regner ud fra en given betingelse, som fx at vi ved at en af terningerne viser 6, dvs at B er
indtruffet, sa angiver vi det saledes: P(A|B) . Dette betyder: sandsynligheden for A nar vi ved B er

indtruffet. Det kaldes ogsa den betingede sandsynlighed for A givet B

Hvordan udregnes sa P(A|B)? Nar vived, at B er indtruffet, sa er de mulige udfald altsa ikke hele U, men

alene B. Og nar vi ved, at B er indtruffet, sa er den haendelse, vi spgrger om, ikke hele A, men ANB.
Derfor kan vi i symmetriske sandsynlighedsfelter, som eksemplet med kast med to terninger, udregne:

PA|B)= antal udfaldiAnB :i
samlede antal udfaldiB 11

Denne formel kan vi omskrive lidt (forkort brgken, dvs divider bade tzeller og naevner med samme tal):

P(A|B) = (antal udfaldi AnB)/(antal udfaldi U) ~ P(ANB)
(samlede antal udfald i B) / (antal udfald i U)  P(B)

Med de givne talveerdier ville den sidste udregning give:
P(ANB) 2/36 _2

Al = ~11/36 11
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altsa naturligvis det samme som ovenfor.

Men arsagen til, at vi foretager denne omskrivning er, at i den sidste formel har vi sluppet optallingen af
antal, som er knyttet til symmetriske sandsynlighedsfeter. Denne formel kan vi derfor anvende som den
generelle definition af den betingede sandsynlighed for A givet B:

Definition: Betinget sandsynlighed
Den betingede sandsynlighed for A givet B betegnes P(A|B) og er givet ved:

P(AlB):%

Udtrykket fortolkes som: Sandsynligheden for A ndr vi ved B er indtruffet.
Argumentationen ovenfor fortaeller, at dette er en generalisering af taellemetoden fra symmetriske felter.

Bemaerkning om uafhaengighed:

Betingede sandsynligheder giver anledning til at give en formel definition pa et centralt begreb i sandsyn-
lighedsregning, nemlig begrebet uafhaengige haendelser:

Haendelserne A og B kaldes uafhaengige, hvis der gaelder, at P(A|B)=P(A). Dvs den ekstra oplysning om, at
B er indtruffet pavirker ikke sandsynligheden for at A indtreeffer.

Hvis A og B er uafhaengige ser vi af formlen, at der geelder: P(ANB)=P(B)-P(A)

Nogle lerebgger bruger faktisk den sidste formel som en definition af uafhaengighed. Men dermed mister
man intuitionen om uafhaengighed. Det er imidlertid vigtigt at holde fast i, at det er en formel definition.
Begrebet indgar jo ogsa i daglig sproget, og her skal man passe pa ikke kun at forlade sig pa sin intuition.
Begrebet uafhaengige haendelser er helt central i behandlingen af de sakaldte binomialmodeller, der er
behandlet i B-bogens kapitel 9. Vi vil ikke ga yderligere ind i dette her.

En af de staerke sider ved betingede sandsynligheder er, at man kan “regne baglaens”

Saetning: At regne forlaens og baglaens med betingede sandsynligheder
Hvis A og B er to haendelser i et udfaldsrum U, sa gzelder:
P(ANB)=P(A|B)-P(B)
P(ANB)=P(B|A)-P(A)
P(A)

P(AIB)=ﬁ'P(BIA)

Beviset overlades til laeseren.

Bemaerk, at den tredje formel vender betingelsen om, og dermed giver os mulighed for at “regne baglaens”.
| de fglgende eksempler vil vi bade arbejde med formlerne og med tabelopstillingerne, der ofte er et red-
skab til forholdsvis enkle Igsninger.

@velse 9.1. Hvilket kgn har det andet barn?

(Vi antager i dette eksempel, at der f@gdes lige mange piger og drenge i Danmark)

| et nabohus flytter et par ind, som har to bgrn. Hvad er sandsynligheden for at begge er drenge? Hvad er
sandsynligheden for, at mindst én er en dreng?
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Udfaldsrummet her er U, ={(P,P),(P,D),(D,P),(D,D)}, hvor raekkefglgen i talparrene angiver i hvilken reekke-
folge bgrnene blev fgdt. P og D star for pige og dreng. Svarene er naturligvis:

3
P(to drenge) =1 =25% P(mindst én dreng)=Z=75%

Du mgder parret, der er ude at ga. De har det ene barn med sig. Det er en dreng.
Hvilket kgn har det andet barn? Hvad er sandsynligheden for, at det andet barn ogsa er en dreng?

25%7? 50%? Et helt andet tal?
Umiddelbart vil mange svare det fgrste — er det andet barn ogsa en dreng er der jo to, og vi har lige udreg-
net, at sandsynligheden for to drenge er 25%.
Andre hzelder maske til 50%: Nar vi ikke kender kgnnet, sa ma det veere fifty-fifty for dreng-pige.
Men begge svar er forkert. De tager ikke hensyn til at vi har faet en viden i og med vi nu ved, at det ene
barn er en dreng.
Udregnet ved taellemetoden: Udfaldsrummet er nu U, ={(P,D),(D,P),(D,D)}. Sa sandsynligheden for, at den
anden ogsa er en dreng er saledes:

P(to drenge|en dreng)=1=33,3%.

Da du kommer hjem fortzeller du, at du mgdte de nye naboer, og at du s3, de har en dreng. Ja, og sa har en
mere, der ligger i barnevogn, lgd svaret. Z£ndrer den nye oplysning pa svaret pa spgrgsmalet: Hvad er sand-
synligheden for, at det andet barn ogsa er en dreng?

Mange vil nok svare, at det ikke eendrer noget. Men oplysningen rummer faktisk en ny information. Nu ved
vi ikke blot, at den ene af de to bgrn er en dreng, men ogsa at det er den zeldste. Dvs udfaldsrummet er nu

U, ={(D,P),(D,D)} . Sa sandsynligheden for, at den anden ogsa er en dreng er saledes:

P(to drenge|den zeldste er en dreng)=1 =50%

Leeg meerke til, at sandsynligheden for at haendelsen indtraeffer (her: to drenge) stiger med den information
vi far.

@velse 9.2. Testet positiv - er du syg?

Antag vi har en test for HIV, der er rimelig effektiv, idet den fanger 90% af alle der er smittede. Testen har
saledes en falsk negativ rate pa 10%. Men testen fanger ikke kun de syge, den har ogsa en falsk positiv rate
pa 5%. Vi har en samlet population pa 1000, hvoraf i alt 2% er smittede.

Du testes positiv. Hvad er sandsynligheden for at du faktisk er smittet?

Nar man skal svare pa sadanne spgrgsmal, kan det vaere en fordel at stille oplysningerne op i en tabel som
folger:

test \ tilstand HIV smittet ikke HIV smittet | alt
positivt udslag 18 49 67

ikke positivt udslag 2 931 933
I alt 20 980 1000

a) Lgs opgaven ved simpel optzelling
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b) Hvordan vil du definere maengderne A og B, omtalt i definitionen pa betingede sandsynligheder?
Hvad udggr maengden ANB?

c) Hvader P(A), P(B) oo PLANB) 5

d) Udnyt nuformlen P(A|B)=

P(ANB) ..
T til at Igse opgaven.

| et tilfeelde hvor vi har givet absolutte tal, som i gvelsen ovenfor, er det klart lettere at opteelle. Tabellen er
et nyttigt redskab til at skabe overblik, sa vi ser, at vi kun behgver at regne i den gverste raekke.

Hvis vi ikke har absolutte tal, kun %-tal., sa kunne vi naturligvis gennemregne med et taleksempel, men
kunne vi ikke klare os uden? Det handler naeste eksempel om.

Eksempel. Klassikeren fra Harvard Medical School
Mange amerikanske lzerebgger om statistik indeholder fglgende eksempel pa, hvor let det er at slutte for-
kert i statistik:

Consider the following problem

A particular heart disease has a prevalence of 1/1000 people. A test to detect this disease has a
false positive rate of 5%. Assume that the test diagnoses correctly every person who has the dis-
ease. What is the chance that a randomly selected person found to have a positive result actually
has the disease?

This question was put to 60 students and staff at Harvard Medical School.
Almost half gave the response 95%.
The average answer was 56%.

The correct answer was given by just 11 participants.

1. Igsningsmetode

Sygdommen rammer en ud af 1000. Derfor opstiller vi en antalstabel baseret pa en population pa 1000. Det
gronne felt (falsk negativ) rummer 0, da testet fanger alle der faktisk er syg.

Da der er en syg, er der 999 ikke-syge. Antal falsk positive er sa 5% af 999. Dette er fundet lig med 50, s3 i
alt testes 51 positivt.

Betragt nu tabellen. En person er testet positiv og er altsa blandt de 51. | denne gruppe er der 1 syg.

Sa sandsynligheden for at vedkommende har sygdommen er:

1
P(syg|testet positiv) = o1 =1,96%~2%

test \ tilstand syg ikke syg | alt
positivt udslag 1 50 51

ikke positivt udslag 0 949 949
I alt 1 999 1000

2. Lgsningsmetode
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Vi formaliserer oplysningerne:

A: Mangden af syge P(A)=0,001
not A: Mangden af raske P(notA)=0,999
B: Mangden der testes positiv. P(B|A)=1 ‘ P(B|notA)=0.05

En person er testet positiv og gnsker at kende sandsynligheden for at vedkommende faktisk er syg.
Dvs. i formelsproget gnsker vi at beregne P(A|B).

. _PA). *
Udnyt formlen: P(A|B)—P(B) P(B| A) (*)

Vi kan se, at vi her mangler kendskab til P(B) = P(positiv test) .

Da alle individer enten er syg eller rask, dvs enten ligger i A eller i not A, sa kan vi opdele B i dem der ligger i
A, dvs BN A og dem der ligger i not A, dvs Bnnot A. Dermed kan vi udregne P(B) saledes:
P(B)=P(BMA)+P(BMnot A)

Udnyt saetningen om at regne baglans til omskrivningen:
P(B)=P(BMA)+P(BNnot A)
=P(B| A)-P(A)+P(B|not A)-P(not A)
=1.0,001+0,05-0,999

Indsaet nu tallene i formlen (*):
P(A 0,001 1
pia18)=22) pg  4) = 1o 2%
P(B) 1-0,001+0,05-0,999 1+49,5

Sa sandsynligheden for at vedkommende er ca 2%.

@velse 9.3. Elisa testen for screening af blod
| en rapport om udviklingen i bestraebelserne pa at bekaempe AIDS-epidemien kan man laese fglgende:

The ELISA test was introduced in the mid 1980’s to screen donated blood for the presence of AIDS
antibodies. When antibodies are present, ELISA is positive with a probability of about 0.98; when the
blood tested is not contaminated with antibodies, the test gives a positive result with a probability of
0.07. These numbers are conditional probabilities. If one in a thousand of the units of blood screened
by ELISA contain antibodies, then (??) of all positive responses will be false positive.

(kilde: Lynn Arthur Steen (red.), New approaches to Numeracy)

Hvad skal der sta pa den tomme plads (??, dvs hvor stor en andel falsk positive er det?

@velse 9.4. Medicinsk forsgg

Et medicinalfirma tilrettelaegger en test af en ny allergimedicin. 1500 testpersoner deltager og opdelesi 3
grupper med 500 i hver. Den ene gruppe far det klassiske produkt, firmaet laenge har haft pa sin liste. Den
anden far et placebo-praeparat. Og endelig far den tredje gruppe det nye betydeligt staerkere preeparat. De
enkelte deltagere ved naturligvis ikke hvilke preeparater de far.

forbedring ingen virkning | forvaerrring lalt
Gruppe 1 159 301 40 500
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Gruppe 2 128 342 30 500
Gruppe 3 318 77 105 500
lalt 605 720 175

Lad os antage, at stikprgven er repraesentativ for den relevante population.
a) Hvilken konklusion —i form af anbefalinger til firmaet - vil du umiddelbart drage om det
nye steerkere preeparat?

b) En tilfaeldig valgt person blandt de 1500 far det vaerre. Hvad er sandsynligheden for at han
har faet det nye praeparat?

c) Entilfeeldig valgt person blandt de 1500 far det bedre. Hvad er sandsynligheden for at han
har faet det nye praeparat?

d) Vil du ndre dine anbefalinger?

@velse 9.5. Hvad vej vender betingelsen?
Bayesianske metoder har i stor udstraekning fundet ve;j til iseer amerikanske retssale. Det gives vi en kort
introduktion til i naeste afsnit. | en af de artikler vi henviser til gives fglgende eksempel:

Suppose a crime has been committed and that the criminal has left some physical evidence, such as
some of their blood at the scene. Suppose the blood type is such that only 1 in every 1000 people has
the matching type. A suspect, let's call him Fred, who matches the blood type is put on trial. The pros-
ecutor claims that the probability that an innocent person has the matching blood type is 1 in a 1000
(that's a probability of 0.001). Fred has the matching blood type and therefore the probability that
Fred is innocent is just 1 in a 1000.

Analyser anklagerens pastand ved hjzelp af betingede sandsynligheder. De to centrale spgrgsmal handler
om blodtypen og om Fred er uskyldig, som han pastar. Indfgr to haendelser A og B, og opstil et udtryk for,
hvad anklageren beregner. Hvad er din konklusion? Du kan evt anvende naeste gvelse, som et hint

@velse 9.6 P(A|B) eller P(B|A)?

Du far et billede af en kvinde, der er attraktiv og smukt kleedt, og bliver spurgt om sandsynligheden for at
hun er fotomodel. Hvad er det egentlig for en betinget sandsynlighed vi spgrger om?

Du kan evt Igse opgaven ved fgrst at definere fglgende handelser:

A: Kvinden er attraktiv og forstar at klaede sig smukt.

B: Kvinden er fotomodel.

Spgrger viom P(A|B) eller P(B|A)?

Den generelle udgave af Bayes formel

| analysen af "klassikeren fra Harvard” anvendte vi fglgende formel:

P(B)=P(BNA)+P(Bnot A)
Formlen bygger pa den enkle iagttagelse, at enten indtraeffer haendelsen A eller ogsa gaér den ikke, dvs. de
to situationer BMA og Bnnot A udtgmmer alle muligheder. Men dette kan vi generalisere til situationer,

hvor alle muligheder kan opdeles i adskilte maengder A,,A,, ..., A, . Det kan fx veere situationen, hvor vi
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opdeler befolkningen i indkomstgrupper, svarende til A,A,, ..., A, og hvor handelsen B kunne vaere

holdningen til om vi i Danmark skal ga over til Euroen. Da er:
P(B)=P(BMA))+P(BNA,)+...+P(BNA,) (*)

Hvis vi nu gnsker at beregne P(A, | B), sa kan vi tage udgangspunkt i definitionen:
P(A, | B) :M
P(B)
Heri indfgres nu fgrst (*):
P(A, NB)
P(BNA))+P(BNA,)+...+P(BNA))

P(AkIB):

Ofte har vi situationer, hvor vi kender sandsynligheder for de omvendte betingelser, fx P(B|A,), og ved at
anvende de tidligere formler, kan vi nu omskrive til fglgende

P(BlAk)'P(Ak)
P(B|A,)-P(A)+P(B|A,)-P(A)+...+P(B|A,)-P(A,)

P(A, |B)=

Seetning: Bayes formel
Hvis haendelserne A og B er to haendelser i et udfaldsrum U og haendelsen A kan op-
deles i n adskilte haendelser / delmaengder, A ,A,, ..., A,, sa gaelder:

P(BlAk)'P(Ak)
P(B|A,)-P(A)+P(B|A,)-P(A,)+...+P(B|A,)-P(A,)

P(A,|B)=

@velse 9.7. Bliver der regn pa bryllupsdagen
En amerikansk kvinde Marie skal giftes ved en spektakulaer udendgrs ceremoni i et grkenomrade uden for

Las Vegas. De senere ar har det kun regnet 5 dage om aret. Uheldigvis har en af TV stationernes meteoro-
loger forudsagt, at det bliver regn, netop pa bryllupsdagen. Nar det faktisk regner, har meteorologen forud-
sagt dette i 90 % af tilfeldene. Men ogsa i 10% af de dage, hvor det ikke regner, har han forudsagt regn.
Hvad er sandsynligheden for at det vil regne pa bryllupsdagen?

9.3 Bayesiansk statistik

Sandsynlighedsregningen er som udgangspunkt bygget op pa et frekventielt grundlag. Hermed menes, at
sandsynligheden for at en tilfeeldig nyfgdt i Danmark er en dreng er 49,1%, fordi 49,1% af alle nyfgdte er
drenge, dvs frekvensen af drenge er 49,1%. Frekventielle sandsynligheder bygger pa tanken om et eksperi-
ment, der kan gentages et antal gange.

Men man behgver ikke lede efter eksotiske eksempler for at se, at det ofte ikke giver mening at tale om
frevenser som grundlag. Mord og andre emner for alvorlige retssager er én type af eksempler. Meteorolo-
gers vejrprognoser kan ogsa kun vanskeligt modelleres ud fra en ren frekventiel model. Nar eksperimental-
fysikere leder efter nye feenomener, eller nar der skal laves risikovurderinger i en industriproduktion, giver
det ikke rigtig mening af tale om, at bestemme sandsynligheder ud fra en frekventiel tilgang.
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| stedet traeder den Bayesianske matematik og statistik ind pa banen med en ny tilgang til sandsynligheds-
begrebet. Sandsynlighedsregning og statistik handler jo altid om feenomener, hvor vi ikke har sikker viden.
Den grundlaeggende ide er nu den ret enkle, at man udtrykker sin usikkerhed i form af sandsynligheder.
Star man over for et faanomen, en bestemt handelse, og gnsker at vurdere sandsynligheden for at denne
indtreeffer, starter man med subjektivt at tilegne haendelsen en sandsynlighed, en talvaerdi mellem 0 og 1.
Det er naturligvis her, at modstanderne af denne skole inden for statistikken saetter angrebet ind — det
subjektive skurrer i grene. Blev man staende der, ville det ogsa vaere meningslgst. Men man begynder jo
netop at indsamle oplysninger, indsamle data om faanomenet. Og for hver ny relevant oplysning opdaterer
man sandsynligheden. Og dette kan kun ske pa bais af Bayes formel. Efterhanden som der indsamles data,
sa viser det sig, at selv om man havde vidt forskellige subjektive udgangspunkter, sa sker der en tilnaermel-
se mellem de efterfglgende vurderinger af sandsynlighederne.

Eksempel: Bayesiansk matematik i retssalen

Bayesianske metoder er ofte blevet inddraget i isseer amerikanske retssager. Vi vil her se pa det tilfalde,
hvor DNA-materiale fra den formodede gerningsmand er det eneste konkrete bevismateriale.

Vi definerer handelserne

S: Den anklagede person er skyldig

D: Den anklagedes DNA-profil matcher det DNA, som blev fundet pa gerningsstedet.

Hvis man nu antager at man har fundet en matchende DNA-profil pa gerningsstedet, sa kan man regne pa
sandsynligheden for, at den anklagede er skyldig:

Pis10)=25) pip) s)

P(D)

Pa hgjre side er leddet P(D|S)=1, da man netop har fundet en matchende DNA-profil. P(S) er sandsynlig-
heden for at den anklagede er skyldig, alt taget i betragtning. Her kan man anvende fakta som, hvor mange
der bor i lokalomradet, sandsynligheden for at vidneudsagnene er rigtigt osv., men det er klart, at her bliver
bevisfgrelsen og udregningerne mere uklare.

Leddet, dvs. sandsynligheden for, at der findes et match mellem den anklagedes DNA-profil og DNA-
materialet pa gerningsstedet beregnes ved formlen:

P(D)=P(D|S)-P(S)+P(D|not S)-P(not S)
Det sidste led pa hgjresiden beskriver det tilfeelde, hvor den anklagede er sa uheldig at vaere uskyldig, men
at hans DNA-materiale alligevel findes pa gerningsstedet.

Vi gar nu over til et konkret eksempel: Regina versus Adams. Du kan finde sagen beskrevet her
(http://en.wikipedia.org/wiki/R v_Adams)
| retssagen mod Adams i 1996, hvor han var anklaget for voldtaegt, var det eneste bevis mod ham, at hans

DNA fandtes pa gerningsstedet. Offeret kunne ikke genkende ham, og Adams havde ogsa et alibi, som dog
afhang af hans kaereste. Anklagernes argument var, at chancen for at en tilfaeldig mands DNA-profil mat-
chede DNA-materialet fra gerningsstedet var:

1
PD)= .
200.000.000

Dette virker ved fgrste indtryk som et overvaldende godt bevismateriale. Adams’ forsvarere valgte pa den
anden side at inddrage Bayes formel i et hab om at vise, at det kan vaere problematisk at dgmme en person
udelukkende ud fra DNA-materiale.
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Adams’ forsvarere sa pa det bevismateriale i retssagen, som ikke var knyttet til DNA-undersggelser og pavi-
ste, at sandsynligheden for at Adams var skyldig ud fra dette materiale blot var:
1
P(S)=———
3.600.000

Dette tal fandt de frem til ved at opstille nogle spgrgsmal/haendelser, hvorpa jurymedlemmerne kunne
haefte deres egen sandsynlighedsvurdering. Forsvarerens bud pa disse sandsynligheder var:

e 75 % sandsynlighed for at gerningsmanden var fra lokalomradet og i 18-60.

e 90 % sandsynlighed for at den anklagede ikke ville blive genkendt af offeret, hvis den an-
klagede var uskyldig.

e 25 % sandsynlighed for at den anklagedes alibi holdt vand, hvis han var skyldig. 50 % i til-
feeldet, hvis den anklagede var skyldig.

Disse oplysninger kan vha. Bayes formel bruges til at give en vurdering af sandsynligheden for, hvorvidt
Adams var skyldig:

1

P(S P(D|S)-P(S 1 - e
P(S|D) =£-P(DIS)= D13) PS) =— 2600000 — = 0,9823.
P(D) P(D|5)-P(S)+P(D|not S)-P(not )  1- Te00000 200000000 (1- 3.600.000

Altsa er sandsynligheden for at Adams var gerningsmanden reduceret til at vaere omkring 54/55. Stadig
rimelig sandsynligt, men alligevel en vaesentlig forbedring, idet der her dog ma siges at findes en realistisk
sandsynlighed for, at Adams er uskyldig (ca. 1,8 %).

Jurymedlemmerne kunne selvfglgelig komme med deres egen vurdering over sandsynlighederne i de tre
punkter her ovenfor. P4 denne made bliver Bayes formel et redskab hos juryen til at regne pa sandsynlig-
heden for, hvorvidt den anklagede var skyldig.

Der viste sig at veere en del bekymring og forvirring over, hvorvidt denne anvendelse af Bayes formel lod sig
gore pa en rimelig made. Det endte dog med, at juryen fik et spgrgeskema, hvor de skulle angive forskellige
vurderinger i %. | spgrgeskemaet var der sa inkluderet en udregningsformel.

Sagen endte med, at Adams blev dgmt skyldig.

Du kan her finde en raekke materialer om Bayesiansk statistik, om anvendelser af Bayesianske metoder i
autentiske retssager, samt opleaeg til studieretningsprojekter inden for disse emner

Det kan vaere en omstaendelig proces at foretage de mange beregninger i Bayesiansk statistik, men med
moderne maskiner er dette blevet mere overkommeligt, og har abnet for flere anvendelser.
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Serien 10 danske matematikere — 10 matematiske fortzellinger
henvender sig til gymnasieelever med interesse for matematik.
Hensigten med serien er at dbne nogle vinduer ind til
matematikkens mange spaendende verdener, og dermed give
et indtryk af, hvad matematisk forskning er.

Til hver film udarbejdes projektmaterialer, der kan anvendes

i arbejdet med udvalgte problemstillinger, som vi praesenteres
for i filmen. Projektmaterialerne er skrevet, sa de bade kan
anvendes i kortere eller leengere forlgb pa et hold, og veere
SUSANNE DITLEVSEN udgangspunkt for studieretningsprojekter.

professor ved Institut  Syusanne Ditlevsens film om statistiske metoder falder naturligt
for Matematiske fag, i de to dele, som titlen angiver. Derfor er projektmaterialerne

Sektionsleder for ogsa opdelt i 2 dele:
statistik og sandsyn-

lighedsregning.

Projektmaterialer 1 handler om emner i den indledende
statistik, og indeholder materialer, man kan arbejde med bade
pa C, B og A-niveau.

Projektmaterialer 2 handler om Matematisk modellering af

signaler i nerve- og muskelceller, og indeholder en indfgring
i FitzHugh-Nagumo modellen. Matematisk set er studiet af
koblede differentialligninger i fokus, og materialet rummer

en raekke muligheder for studieretningsprojekter.
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