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0. Introduktion

De fglgende projektmaterialer knytter sig til anden del af Susanne Ditlevsens film, hvor hun fortzeller om sin
forskning, specielt om forsggene pa at modellere neuroners kommunikation. Udgangspunktet for modelle-
ringen er den sakaldte FitzHugh-Nagumo model, som vi i filmen ser udbygget med stokastiske led, der mo-
dellerer stgj. Denne forskning er naturligvis uden for reekkevidde i gymnasiet, men dygtige og interesserede
elever kan godt arbejde med de indledende dele af denne matematiske modellering.

Materialet bygger pa en artikel, der oprindelig er bragt i LMFK bladet, samt nogle noter, der er stillet til
radighed af Torsten Tranum Remer, Frederiksberg Gymnasium.

Materialet er redigeret, sa det umiddelbart kan anvendes til et undervisningsforlgb. Det er seerligt velegnet
til et forlgb, hvor fagene matematik og idreet eller matematik og biologi / bioteknologi samarbejder, og det
illustrerer i hgj grad styrken i et sddant fagligt samarbejde. Fagene matematik og idreet / biologi supplerer
hinanden godt inden for en lang raekke emner. Et af disse emner er beskrivelsen af de signaler, der aktiverer
bl.a. menneskekroppens skeletmuskler — de sakaldte aktionspotentialer. Matematisk omhandler beskrivel-
sen af disse signaler koblede differentialligninger. Der findes mange modeller pad omradet, hvoraf de fleste
er for komplicerede til gymnasiebrug. En model, der dog er tilgeengelig er den sakaldte FitzHugh Nagumo
model, som bestar af to koblede differentialligninger, og som i kombination med idreetsfaget kan give en
god indsigt i mekanismerne bag eksplosiv muskelkraft.

Hvis det ikke er muligt at etablere et sadant fagligt samarbejde, sa kan materialet naturligvis ogsa anven-
des til et rent matematisk forlgb pa A-niveau. | den forbindelse er der lagt en del supplerende stof ind, som
kan have seerlig interesse for et rent matematisk forlgb. Det drejer sig fx om fordybelse i sammenhangen
mellem anden ordens differentialligninger og systemer af koblede differentialligninger, samt om fordybelse i
karakteren af ligeveegtspunkter for differentialligningssystemer. For seerligt interesserede er emnet lige-
veegtspunkter udbygget med det vigtige begreb greensecykler, hvortil der er lagt et materiale ind i et appen-
diks. Der er ligeledes lagt en lille note om numerisk lgsning af differentialligninger i et appendiks.

Materialet er endelig velegnet som grundlag for en SRP.
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FitzZHugh-Nagumo modellen — matematisk modellering af signaler i nerve- og mu-
skelceller.

1. Teori

Inden vi gar i gang med at analysere FitzHugh-Nagumo modellen skitseres den ngdvendige matematiske
teori. Der er mange made at analysere to koblede differentialligninger og analysen kan blive vilkarligt sveer.
Mange koblede differentialligninger kan ikke lgses analytisk, hvilket ogsa er tilfeeldet med FitzHugh-
Nagumo modellen. | dette materiale praesenteres en analyse, der dels bygger pa basisviden inden for diffe-
rentialregning hos gymnasieelever med matematik A og dels muligheder med CAS software, hvor der her er
brugt Tl Nspire. Det grafiske arbejde er lavet vha. en Nspire skabelon (se link til sidst i artiklen) som lgser to
koblede differentialligninger. Alternativt kan analysen foretages via menuen grafindtastninger-
differentialligninger, som har de samme funktionaliteter og god brugerflade og hvor man tilmed kan koble
flere end to differentialligninger.

1.1 Lineaere systemer og linearisering af ikke-lineaere systemer

Vi ser farst pa det sakaldte linezere system af koblede differentialligninger. Dette er et system pa formen
X =ax + by (1a)
y=cx+dy (1b)

hvor 1 betegner den tidsafledte til en variabel v, altsd det man ogsa betegner v' eller % (v).

Definition: Ligeveegtspunkt.

Et ligeveegtspunkt er en x- og en y-veerdi, hvor systemet er stationaert. For ligningssy-
stemet (1) bestemmes det som Igsningen til ligningerne x = 0 og y = 0, idet disse to
ligninger netop fastslar, at hverken variablen x eller y aendrer sig over tid. Ligevaegts-
punktet betegnes (x*,y*).

Systemet (1) skrives pa matrixform som
v =Av

hvor A = (? Z

Ved at sammenligne matrixligningen med de to ligninger(1a) og (1b) kan man se, hvordan man ganger en
vektor pa en matrix. (I Hvad er matematik? A, projekt 5.10 findes en introduktion til matrixregning)

) ogv = (;) . Her er vektorer skrevet med fed skrift.

Den generelle form for et system af to koblede differentialligninger skrives

x=f(xy) (2a)

y=9xy) (2b)
Hvis (2) ikke har formen (1), kan man udfgre en sakaldt linearisering. Denne metode gar ud pa, at man be-
regner den lineaere tilneermelse til systemet omkring et ligevaegtspunkt. Dette sker ved principielt samme
metode, som vi kender fra bestemmelse af tangenter til differentiable kurver — nar det er i to dimensioner
er der tale om tangentplaner til differentiable flader. (I matematisk litteratur beskrives linearisering ofte
som en Taylorudvikling af farste orden).
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Det lineariserede system udtrykkes med variabelnavnene u og v for ikke at bruge samme variabelnavne
som anvendes i det system, der tilngermes. Det har fglgende form:

of of
U ) ) u )
(1'7): é é (U)+h¢]ereordens led 3)
dx 0dy

Matricen kaldes Jakobimatricen for systemet. Hgjere ordens leddene er sa sma, at vi ser bort fra dem (for
en naermere argumentation for denne pastand, se fx [1] afsnit 6.3, s. 150-151).

Symbolerne % 0g % betegner de sakaldte partielle afledede, som er aktuel ndr man har funktioner af to

eller flere variable. Differentierer man partielt efter x (%) opfattes alle andre starrelser som konstanter —

ogsa y. Differentierer man partielt efter y (i) opfattes alle andre sterrelser som konstanter — ogsa x. Lad
oy

os illustrere med et simpelt eksempel hvordan partiel differentiering virker.

Eksempel 1.1. Partielle afledede
Lad f(x,y) = 5xy + 7x + y3 — 3x3 + x2 - sin(y) . Bestem Z—i og g—’;,

af .
a=5y+7—9x2 + 2x - sin(y)

Her har vi differentieret efter de normale regler for differentiering med en variabel og har blot opfattet y
som en konstant i denne proces.

of

— =5x + 3y? + x% - cos

by DXt )

Her har vi differentieret efter de normale regler for differentiering med en variabel og har blot opfattet x
som en konstant i denne proces.

@velse 1.1
Llad g(x,y) = 3x%y + x* — 3y® + y* - x — 3y. Bestem ‘;—i og g—i.

Nar man opstiller en ligningen for en tangent i et bestemt punkt, udregnes farst veerdien af den afledede
funktion i den pageaeldende x-veerdi. Saledes ogsa nar vi lineariserer et system af koblede differentiallignin-
ger i et givet ligeveegtspunkt (x*,y*): Vi evaluerer Jacobimatricen i (x*,y*), hvilket skrives:

of of
dx 0dy
99 39
dx 0dy (x*y")

Dette angiver, at vi indsatter veerdien af x*og y* i de funktionsudtryk vi har pa hver af matricens fire

A= 4)

pladser.

Eksempel 1.2. Evaluering af en Jacobimatrice

Vi ser pa systemet
% =5xy +7x +y3 —3x3 + x2 - sin(y)
y=3x2y+x?—-3y3+y%-x—3y
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Altsaer f(x,y) og g(x,y)som ieksempel 1.1 og opgave 1.1.

Det ses ved indsaettelse at (x*,y*)=(0,0) er et ligevaegtspunkt for dette system idet dette vil give x =0
ogy=0.

Vivil nu linearisere dette system ved at bestemme matricen (4) for systemet.

Fra eksempel 1.1 ved vi:

Z—£=5y+7—9x2 + 2x - sin(y)
Indsaetter vi x = 00gy = 0 fas
af

5-(00)=5:0+7-9:0%+2:0-sin(0) =7

P& tilsvarende méade fas Z_f, (00)=0

7 0
Jacobimatricen evaluereti (x*, y*) = (0,0) giver indtil videre A = (6_g 6_9)
dx 0dy

@velse 1.2

a) Bestem den nederste raekke i matricen hvor vi netop har bestemt gverste raekke og opskriv
den samlede matrice ved at tilfgje resultaterne fra eksempel 1.2.

b) Opskriv det lineariserede system

Vi kan nu, uanset om systemet er lineaert eller ikke-linezrt, bruge matricen A til at karakterisere et lige-
vaegtspunkt.

1.2 Faserummet

Vi beviser i gymnasiet, hvordan man bestemmer den fuldsteendige lgsning til differentialligninger pa for-
meny’ =b —ay, y' = y(b — ay) , og enkelte andre. | et supplerende forlgb har man maske arbejdet
med lgsning ved hjeelp af separationsmetoden, eller med Igsning af lineaere anden ordens differentiallig-
ninger. Men desveerre er situationen normalt den, at vi ikke kan lgse differentialligninger analytisk, dvs vi
kan ikke opskrive et udtryk for en Igsning, der er bygget op af de traditionelle funktionsudtryk.

Men det betyder ikke, at differentialligninger normalt ikke kan Igses — tveertimod kan man bevise, at der
findes entydigt bestemte Igsninger til de fleste ”paene” differentialligninger med en given begyndelsesbe-
tingelse. De findes, men vi kan bare ikke finde dem!

Variabelsammenhaenge har imidlertid flere repraesentationsformer, og selv om vi ikke kan opskrive funkti-
onsudtryk, kan vi meget ofte fremstille grafiske billeder af lasningerne. De grafiske billeder fremkommer af
et tabelmateriale, der igen er beregnet ved hjeelp af snedige numeriske metoder, som er et studium veerd i
sig selv. De er kort praesenteret i appendiks 1, og de er implementeret i alle veerktgjsprogrammer, der som
Nspire og Maple kan tegne linjeelementer, og Igsningskurver ud fra givne startbetingelser. (Du kan finde en
introduktion til anvendelsen af linjeelementer i analysen af differentialligninger i Hvad er matematik? A, s.
163-171).

En seerlig effektiv metode til at analysere differentialligningerne og visualisere lgsningskurverne finder vi i
det sakaldte faserum (engelsk: phase space). Det er i dette rum, at de ovenfor omtalte liveegtspunkter fin-
des som geometriske punkter. Hvis vi tager udgangspunkt i det lineaere system (1) er Igsningen til systemet
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x(t) og y(t), og selvom disse ikke kan opskrives med et analytisk udtryk, sa har de en grafisk repraesenta-
tioni hhv. et (t, x) —koordinatsystem og et (¢, y)-koordinatsystem. Men da det er et koblet system er det
ofte endnu mere interessant at se, hvordan samspillet mellem de to er. Faserummet er et (x, y)-
koordinatsystem og kurver i dette rum er altsa IKKE lgsningskurver til differentialligningssystemet, men blot
en made at visualisere systemet — en made der viser sig at veere meget interessant.

En kurve i faserummet kalder vi en banekurve (engelsk: Orbit). Man kan i litteraturen ogsa mgde ordet tra-
jektorie for banekurver (engelsk: Trajectorie). Et billede af faserummet med vektorpile der angiver bane-
kurvernes opfarsel kaldes et faserumsportraet. Man bruger faserumsportreettet til at forestille sig, hvordan
et fasepunkt, et punkt i faserummet, vil bevaege sig, nar den uafhaengige variabel t (tiden) lgber.

Differentialligning

E Lesningsmetode RLJru_:]e—Kut‘tavI
Fejltolerance: 10.007 -
Felt :Retning |

Akser !Brugerdefineret - |

-
yely2 ~ |
Plot—start: .ﬂ—vl
Plot—slut: '3—-!
Plottrin: CJOO2—-"
,,,,,,,,,,,,, SPA Fetoplosning: [40 |
Figuren viser et faserumsportreet af systemet beskrevet i eksem- Retningsfelt i x= [0 -
pel 1.2. Her er valgt 4 forskellige startbetingelser. Allerede her kan [0k~ [-Annuter|

vi se, at ligevaegtspunktet (0,0) er frastedende, og at der ser ud til

at veere et tiltreekkende ligevaegtspunkt i 2. kvadrant Indstillingerne i Nspire

1.3 Karakteristik af ligevaegtspunkter

En grundig analyse af et differentialligningssystem vil altid behandle falgende tre spgrgsmal:

- findes der ligeveegtspunkter, der er lgsning til systemet?

- er en given lgsning (et punkt eller et funktionspar) en stabil lgsning, hvilket betyder: hvis en anden lgsning
ligger teet pa den givne, vil den sa forblive teet pa, eller vil den med tiden divergere veek?

- hvad sker der med en given lgsning, nar tiden gar mod uendelig? Vil den naerme sig ligevaegtspunkter eller
vil den naerme sig en lgsning der opfarer sig periodisk?
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1000 *

100 <

Et klassisk eksempel pa et koblet system er de sakaldte rovdyr-
byttedyr systemer, hvor (0,0) er frastadende, hvor der er en reekke
periodiske Igsningskurver, og hvor der i centrum af disse ses et
stabilt ligevaegtspunkt. Men Igsningskurverne konvergerer ikke
mod ligeveegtspunktet, og de er hver for sig stabile.

Vi vil ikke her give en detaljeret gennemgang af de forskellige typer af ligeveegtspunkter. | appendiks 3 er
lagt et opgaveforlgb, hvorigennem man kan fa en god forstaelse af de forskellige typer. Alle bager, der in-
deholder afsnit om kvalitativ analyse af differentialligningssystemer, indeholder materiale om dette, se fx
[1] s. 126-137. Her giver vi blot resultatet samt de definitioner dette bygger pa:

Definition: Sporet af en matrix.

For en matrix M = (Ccl Z

givet ved: Tr(M) =a+d.

) er sporet af M, Tr(M) eller blot Tr (fra engelsk Trace)

Definition: Determinant af en matrix.
For en matrix M = (Ccl Z) er determinanten af M, A(M) eller blot A givet ved

AM) = (a-d) — (c-b).
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Seetning 1: Karakteristik af ligevaegtspunkter

Lad matricen 4 = (? Z

rentialligninger (evt. lineariseringen af et ikke-linezert system af to koblede differenti-
alligninger).
Om ligeveegtspunktet (x*, y*) geelder:

e (x*,y*) erstabilt hvis Tr <0o0gA>0

e (x*,y*) erustabilthvis Tr >00g A>0

) vaere matricen for et lineaert system af to koblede diffe-

e (x*,y*) eretsaddelpunkt (dvs det er tiltreekkende i én retning og fra-
stgdende i en anden retning) hvis A< 0

Bemaerkning: Hvis Tr? —4 A= 0, Tr = 00g A= 0 skal der yderligere analyse til for at udtale sig om lige-
veegtspunktets opfarsel, se ngermere i appendiks 3

Pa vores vej frem mod studiet af FitzZHugh Nagumo systemet, der er en matematisk model for neuroners
made at kommunikere pa, vil vi tage udgangspunkt i det mest simple svingningssystem og s udbygge dette
skridt for skridt.

2. Koblede systemer, der beskriver svingninger

2.1 Den harmoniske oscillator (et lod der svinger i en fjeder)

Hookes lov siger at kraften F fra en fjeder med fjederkonstant k, der straekkes stykket x fra sin ligeveaegts-
position er givet ved F = —k - x, hvor det negative fortegn indikerer at kraften er modsatrettet udstraek-
ningen fra ligevaegt (fijederen modvirker at blive strakt eller sammenpresset).

Hvis vi haenger en klods med massen m i fijederen og for simpelheds skyld antager at der ikke er andre
kreefter der virker pa klodsen, vil den samlede kraft pa klodsen stamme fra fjederen. Newtons 2. lov giver at
den samlede kraft F..;, = m - a, hviket med vores dot-notation for differentiering kan skrives som
F..s = m - %X. Sammenholdes oplysningerne fra Hookes lov og Newtons 2. lov geelder det at:

mi = —kx eller alternativt:

mX + kx = 0. (5)
Dette er en anden ordens differentialligning, og kunne behandles som sadan. Det geres i Hvad er matema-
tik? A, side 372-376. Men den vej vil vi ikke ga her.

Vi gnsker nu at omskrive denne ligning til et differentialligningssystem og indfgrer variablen x = v, hvor v
er klodsens hastighed i svingningen. Hvis x = v ma det geelde at ¥ = 7 = a sa vi kan skrive systemet som
X=v (5a)
p=—"-x (5b)
Vi vil nu bestemme ligeveegtspunkterne for systemet og lgser x = 0og v = 0 ud fra ligningerne (5).
Fra ligning (5a) fas v = 0 og fra ligning (5b) fds 0 = —%- x © x = 0. Altsé er ligeveaegtspunktet i fase-
rummet (x*,y*)=(0,0).
Systemet tilknytter en vektor (x,v) = (v, — % x) til ethvert punkt (x, v) i faserummet. Det at der til ethvert
punkt i faserummet kan knyttes en vektor, kaldes et vektorfelt. For at visualisere vektorfeltet, ser vi pa
hvordan et faseplot forlgber nar vi krydser 1. aksen. Pa 1. aksener v = 0sa (x,v) = (0,— %x) og altsa har
vektorerne en 1. koordinat pa 0 og en negativ 2. koordinat, nar x >0, og omvendt en positiv 2. koordinat,
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nar x <0 . Derfor peger de henh. lodret nedad pa 1. aksens positive del, lodret opad pa 1. aksens negative
del.

Med et tilsvarende argument kan det ses at nar et faseplot krydser 2. aksen peger vektorerne vandret mod
hgjre for v > 0 og vandret mod venstre for v < 0.

@velse 2.1
Vis pastanden om vektorernes retning, nar et faseplot krydser 2. aksen (v- aksen): vandret mod hgjre for
v > 0 og vandret mod venstre for v < 0. (Hint: start med at indse at pa 2. aksen er x = 0 og seet sa dette

indi (4, %) = (v, —-x))

@velse 2.2
a) Visat (x*,y*)=(0,0) er et ligevaegtspunkt for den harmoniske oscillator og plot faseportraet-

tet.

b) Undersgg eksperimentelt om et fasepunkt i dette faserum vil bevaege sig i lukkede baner
uanset begyndelsespunktet. Hint. Tegn banekurverne med fx —% = —4 og nogle forskelli-
ge veerdier af (x,,V,). Du skal fa et faserumsportreet der ser nogenlunde saledes ud:

2.2 Van der Pol oscillatoren

Den harmoniske oscillator er ikke en egnet model for biologiske systemer og er kun interessant som afseet
for de videre studier. Biologiske systemer er normalt ikke-lineaere og har indbygget en deempende faktor.
Den model, som kom til at danne udgangspunkt for matematiseringen af neuronernes aktivitet, kom fra en
helt anden kant. En hollandsk ingenigr, Van der Pol, der arbejdede i Phillips laboratorier, opdagede i
1920’erne nogle seeregne periodiske svingninger i bestemte elektriske kredslab.

| den videre undersggelse blev disse periodiske svingninger betegnet Van der Pol oscillationer, og man
fandt, at de kunne beskrives ved anden ordens differentialligninger af typen
¥+u(x?-=1x+x=0 (6)
hvor der indgar et deempende led u(x? — 1)x .
Dette svarer til et ikke-linegert system af koblede differentialligninger:
x=y (6a)
y=-x+yu(l-x?) (6b)
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Herer u > 0 en parameter, der for nemheds skyld ofte kan seettes til 1.

Lasninger til (6) kaldes for Van der Pol oscillatorer. Differentialligningsmodellen har fundet anvendelse i
mange forskellige omrader, bl.a. indenfor geologi, med beskrivelsen af de tektoniske pladers bevaegelse,
inden for biologien, hvor FitzHugh anvendte den til at modellere neuron-aktivitet, og naturligvis indenfor
elektronik, hvor Nagumo naede frem til samme udbygning af modellen som FitzHugh — heraf navnet pa den
nye model, vi undersgger i det naeste kapitel

| vores analyse starter vi med at bestemme de sakaldte nullclines for systemet ved at lgse x = 0 og y = 0.
Nullclines er kurver i faserummet hvorpa enten x = 0 eller y = 0.
x=0=>y=0
y=0=>—-x+yu(1-x?)=0ey=

X

T p(-x?)
Nullclines for Van der Pol systemet er saledes de to kurver i faserummet:
y=0 (1. aksen) 0g yz;2
(1]
Ligeveegtspunkter skal opfylde, at bdde x = 0 og y = 0. Sa de findes der, hvor nullclines skaerer hinanden.
Ved at sztte ligningen for de to nullclines lig hinanden fas ligningen ﬁ =0
673 1y
1 £2(x)=0 _
-10 1 10
fl(.\'): =
1] (1—\3)
6|73

Nullclines for Van der Pol oscillatoren. Det ses at nullclines skeerer i punktet (0,0).

@velse 2.3
a) Vis at systemet (6) kan omskrives til (6a og 6b), og omvendt, at systemet (6a og 6b) kan samles til
en ligning som (6)
b) Beskriv forskellen pa den harmoniske oscillator og Van der Pol oscillatoren og forklar hvordan led-
det u(x? — 1)x pavirker Van der Pol oscillatorens bevaegelse.

c) Visatligningen ﬁ = 0 viser at Van der Pol oscillatoren kun har et ligeveegtspunkt, nemlig

(x*,y*) = (0,0). Hint: se Fig. 5.1 ovenfor.

d) Plot faseportraettet samt de numeriske lgsninger til x(t) og y(t)

e) Forklar ud fra dit svar i b) og d) hvordan Van der Pol oscillatoren kan bruges som en meget simpel
model for et neuromuskulaert aktionspotentiale, altsa et elektrokemisk potentiale pa tveers af en
cellemembran, der andrer sig som funktion af koncentrationen af Na*™ og K~ ioner og som peri-
odisk udsender elektriske impulser. Diskuter Van der Pol oscillatorens egnethed som model for et
neuromuskulgert aktionspotentiale.
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2.3 Biased Van der Pol oscillator

Vi udvider endnu en gang vores modeller, sa oscillationerne bliver mere avancerede. Det sker ved, at Van
der Pol oscillatoren har faet tilfgjet en konstant kraft, repraesenteret ved et konstantled a, sa vi har lignin-
gen

¥+u(x?-1x+x—a=0 (7)
| teorien for anden ordens differentialligninger betyder dette, at vi nu ser pa inhomogene differentiallig-
ninger. De lineaere inhomogene ligninger er behandlet i Hvad er matematik? A side 381-87, hvor betydnin-
gen af den patrykte ydre kraft illustreres af spektakuleere brosammenstyrtninger.
| vores tilfeelde kan (7) omskrives til falgende system af koblede differentialligninger:

x=y (7a)

y=-ulx*-1y-x+a (7b)

Vi vil nu bestemme ligevaegtspunkterne for systemet (7) og bestemme typen. Det skal vise sig at undersg-
gelserne simplificeres betydeligt, hvis vi foretager en transformation af de variable. Vi starter med at be-
meerke at

. . d .
¥+ pu(x?—-1x = @ +u (3x3-x)) (8)
hvor kaedereglen er anvendt i den sammensatte funktion §x3.

@velse 2.4
Vis at ligning (9) er sand.

Vi indfgrer nu to nye variable, F(x) og w:

F(x)=§x3—x og w=x 4 u-F(x). 9)
@velse 2.5
Vis,atw =¥ + u(x? = 1)x = —x+a=—(x —a) (10)
@velse 2.6
Vis, at (9) og (10) kan omskrives til fglgende:
X=w—-u-F) (11a)
Ww=—-(x—a) (11b)

Vi laver nu endnu et variabelskift med

Dette giver y = iw. Vores endelige system bliver derfor

x=u(y—F()) , eller x=upu (y — (§x3 - x)) (13a)
y=-7(x—a) (3b)

Nullclines for systemet bestemmes:
. 1,
x=0<:>y=F(x)(:>y=(§x —X)
y=0ox=a
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Dette giver ligeveegtsspunktet (x*,y*) = (a, F(a))

@velse 2.7 Linearisering og opstiling af Jacobimatricen
Vi lineariserer ved at udregne Jacobimatricen og evaluere denne i det givne punkt, (x*,y*)
Vis:

(G2 -1) _[(u@-1)
8 A= - 0 - - 0
H (a,F(a)) H

b) Sporet Tr = —u(a? — 1)
c) Determinanten A= 1.
Der kan altsd ikke veere tale om et saddelpunkt, da determinanten altid er positiv.

Vi ved fra seetning 1 at ligevaegtspunktet er stabilt hvis Tr < 0 og A> 0 og det er ustabilt hvis Tr > 0 og
A>0
Sporet er et andengradspolynomium i a: Tr(a) =—u-(a® —1) . Grafen vender grenene nedad, sa Tr(a) >0,
nar a ligger mellem de to redder:
Vi lgser derfor Tr = 0 og far
—u(@a®?-1)=0<a==+1.
Det geelder derfor at:
o ligeveegtspunktet (a, F(a)) erstabiltfora >1 va< -1
o ligeveegtspunktet (a, F(a)) er ustabiltfor -1 <a < 1
e For tilstraekkeligt hgje veerdier af sporet vil Tr? — 4 A= u?(a? — 1)? — 4 > 0 og banekurverne vil
skifte karakter fra at spiralere ind mod eller ud fra ligevaegtspunktet til at forlgbe mere linezert. Se
appendiks 3, eller Strogatz [1]

@velse 2.8
Argumenter for ovenstaende to farste punkter i detalje og bestem den veerdi for a, hvor ligeveegtspunktet
skifter type som beskrevet i sidste punkt. Du kan seette u til veerdien 1.

Eksempel. Nullclines og ekstremumsundersggelser for biased Van der Pol oscillator
Et plot af de to nullclines i xy-faserummet ser saledes ud:

Plot af nullclines for biased Van der
Pol oscillator for veerdierne a = —0,5
og u = 20.

Koordinatszettene for de lokale eks- A~
trema er indtegnet. /,/ ‘
Faserums vektorpile er undladt for at /

0N,
AN

forenkle det grafiske billede. 7% o1 o
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e Den kubiske nullcline antager ekstremum i x = 1. Dette ses ved simpel ekstremumsundersggel-
se, idet %(§x3 —X) =x?2-1=0& x=+1.

e Sammenholdes ovenstaende punkt med den tidligere observation om at ligeveegtspunktet
(a, F(a)) er ustabilt for —1 < a < 1, ses det altsa at der for biased VdP findes et ustabilt lige-

veegtspunkt hvis og kun hvis den lodrette nullcline skaerer den cubiske nullcline pa den midterste
gren, altsd mellem x-veerdien -1 og 1.

Begrebet ligeveegtspunkt generaliseres naturligt til begrebet graensecykel hvormed menes en bestemt kur-
ve, som gvrige banekurver vil naerme sig, blot de pa et tidspunkt befinder sig tilstraekkelig teet pa. Dette
kan inddrages i en videre udforskning af biased Van der Pol oscillator, og i appendiks 5 er lagt et materiale
herom, hovedsageligt ment som selvstudium.

3. FitzHugh-Nagumo modellen

Et elektrisk signal i en neuron, der aktiverer kroppens nerve- og muskelceller, kaldes et aktionspotentiale.
Man taler ogsa populaert om, at neuronen “fyrer”. FitzHugh-Nagumo-modellen er udviklet til at beskrive et
sadant aktionspotentiale. Den bestar af to koblede differentialligninger:
. 3
V=V =Wt o (14a)
Ww==(V+a—bw) (14b)
Modellens variable og parametre er:
V: Membranpotentialet, som er den elektriske spaendingsforskel pa tveers af en cellemembran.
w: En "recovery” variabel, der sikrer, at strammen gennem cellemembranen vender retning nar det elektri-
ske potentiale V bliver for stort.
I..+: En ekstern elektrisk stimulans.
7: En tidsskala konstant, der styrer, hvor hurtigt w sendrer sig i forhold til V.
a og b: Dimensionslgse modelparametre der beskriver kinetikken af variablen w.

FitzHugh-Nagumo-modellen er en forenkling af en mere detaljerede model, der kaldes Huxley-Hudgkin
modellen, og som bestar af 4 koblede differentialligninger med 4 variable. Nogle af konstanterne og para-
metrene i FitzHugh-Nagumo-modellen er kommet til veje ved at nogle af de starrelser i den mere komplek-
se model, der varierer relativt langsomt over tid, er tilneermet med konstanter, sa vi kun har to variable i
spil, og dermed kan visualisere lgsningerne i todimensionelle faserum.

Membranpotentiale [mV]

En skematisk illustration af et aktionspotentiale kan ses pa figu-
ren. Det er grundlaeggende karakteristika ved dette aktionspo-
tentiale, som FitzHugh-Nagumo-modellen forsgger at beskrive.

En nerve- eller muskel celle har et hvilemembranpotentiale pa - 0
70 mV. Pavirkes denne veerdi ved en ekstern elektrisk stimulans
(irritament) (I, i FitzHugh-Nagumo modellen), sa teerskelveerdi- 0

en pa -55mV passeres, bliver et AP udlgst.

Den farste del af processen, hvor membranpotentialet vokser,
kaldes depolarisering. Her abner cellen farst for natrium kanaler-
ne sa Na'-ioner stremmer ind i cellen. Processen forsteerker sig 5
selv men bevirker samtidig, at K" ioner diffunderer hurtigere ud af
cellen. | starten vokser membranpotentialet hurtigt, men efter et
kort tid starter en repolarisering, hvorved potentialet aftager brat
bl.a. fordi abne natriumkanaler inaktiveres. Ofte ender potentia- o 1 2z 3 @& 5 Tdiml
let under udgangspunktet pa -70mV. Dette kaldes hyperpolarise-
ring.

Teerskelvaerdi

70 Hvilemembranpotentiale
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Efter et aktionspotentiale er der en sakaldt refrakteerperiode, i hvis farste del (absolut refrakteerperiode)
depolarisering slet ikke kan finde sted, og i hvis anden del (relativ refraktaerperiode) denne kun kan finde
sted ved et hgjere irritament end normal. Jo kraftigere et irritament er, jo tidligere i den relative refrakteer-
periode kan det bevirke et nyt aktionspotentiale. Det er bl.a. derfor at et kraftigere irritament ikke giver et
kraftigere aktionspotentiale men i stedet en hgjere frekvens af aktionspotentialer. Det er altsa samspillet
mellem refrakteerperiodens leengde og irritamentets starrelse, der bestemmer hvornar et nyt aktionspo-
tentiale kan skydes af. Et aktionspotentiale varer kun fa millisekunder. (For en detaljeret gennemgang se [3]
s.33-41 09 110.)

Modelvariablen vV

Differentialligningen (14a) giver et farste simpelt indblik i dynamikken. For positivt membranpotentiale

stiger VV eksponentielt for smé veerdier, hvilket udtrykkes i det farste led af (14a) med V = V. Teenk pé lgs-

ningen til en differentialligning af typeny’ =k - y.

Fysiologisk vender ionstrammen retning, nar potentialet V bliver for stort. Dette modelleres gennem leddet
V3

-0 3

Altsd vokser V =V — V? stort set eksponentielt (V = V) for 0 <V « 1 og holder sig positivt for V < /3.

Bliver V > +/3 sgrger leddet — V; for, at V bliver negativt, s& VV begynder at aftage, idet V < 0 for V > /3

og V > 0for V < /3. Tilsvarende for negative veerdier af V.

Dette stemmer netop overens med fysiologiske malinger pa aktionspotentialer, der vokser stejlt op til en
hgj positiv V-veerdi, hvorefter V aftager brat til en negativ veerdi, der numerisk set er mindre end den mak-
simale positive vaerdi. Efter at V har antaget minimum opbygges det langsomt til et ligeveegtspunkt (V =
0), hvorfra det pa ny kan gennemlgb en cyklus.

3.1 Undersggelse af nulliclines for FitzHugh-Nagumo-modellen

Systemet af koblede differentialligninger, der er opstillet i (14) minder om biased Van der Pol oscillator
(systemet (7) ovenfor). | denne sammenligning svarer w til x og V svarer til y.

Biased Van der Pol har en kubisk og en lodret nullcline, og ligeveegtspunktets stabilitet afhaenger af hvor
disse nullclines skarer hinanden (se eksemplet i foregaende afsnit).

Noget tilsvarende gaelder for FitzHugh-Nagumo-modellen, blot er der i denne model foretaget endnu en
udvidelse. | FitzHugh-Nagumo-modellen sikrer leddet I,.,., at den kubiske nullcline kan bevaeges lodret,
mens den linezere opfarsel a — bw i ligning (14b) sikrer at den linegere nullcline ikke leengere er lodret men
derimod skra og med mulighed for at variere bade haldningskoefficient og skeering med den lodrette akse.
Med et passende krav til veerdien af b kan det yderligere sikres, at der kun vil veere en skeering mellem de
to nullclines og dermed kun et ligeveegtspunkt

Vi bestemmer nu nullclines for FitzHugh-Nagumo-modellen:

. V3 V3
Vzo:V_?_W‘}‘Iext=0®W=_?+V+Iext
. 1 1 a
w=0=>-WV+a-bw)=0eow=-V+-—
T b b ,
Vi dgber nu, for senere reference, de to funktioner for nuliclines p(V) = —V? +V + Iy OQ

q(V) = %V + %. Og vi plotter de to nullclines i faserummet, dvs i et (V, w)-koordinatsystem.
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De to nullclines for FitzZHugh-Nagumo- sa& v F i

modellen er her plottet for veerdierne 2lmgls)
a=07,b=08,t=1309g /., =0.

Bemaerk at grafeditoren i Nspire kun //
accepterer x som uafhaengig variabel #
— derfor svarer x til V. 1y

Ligeveegtspunktets koordinater be- (-1.2,70.624)

stemt med grafveerktgjet stemmer ; P
overens med det beregnede. P4

6.74 |

| FitzHugh-Nagumo-modellen sikrer leddet I, i (14a) som naevnt, at den kubiske nullcline kan beveeges
lodret, mens den linezere opfarsel a — bw i ligning (14b) sikrer, at den linezere nullicline er skra og med
mulighed for at variere bade haeldningskoefficient og skeering med den lodrette akse. Matematisk er antal-
let af skeeringer mellem de to nullclines mellem et og tre, afhaengigt af parametrene a, b og I..,.;. Med et
pasende krav til veerdien af b kan det sikres, at der kun vil veere en skeering mellem de to nullclines og
dermed kun et ligevaegtspunkt. Dette giver fysiologisk set den bedste model, jfr illustrationen af aktionspo-
tentialet.

Ligevaegtspunktets koordinater kan bestemmes analytisk ved at lgse ligningen p(V) = q(V).
Med parameterveerdierne a = 0.7, b = 0.8, t = 13 0og I, = O fas i overensstemmelse den grafiske lgs-
ning ligeveegtspunktet (V*,w*) = (—1.19941, —0.624259).

Monotoniforholdene for V og w kan sk T
nu bestemmes pa baggrund af 7 /fz(-\;hq\;\;‘
nullclines: /
) V3 /
V>0=V———-w+1l,, >0
3 W<0, V<0 /
V3 /// ' /<0
<:>w<—?+V+Iext 1/ >0,
10 1 1‘;
, 1 )
w>0=>-(WV+a—-bw)>0 o
T a w'<0, v>0 ///
{: W < —_ V + — 7 w>0, v>0
b b
Tilsvarende udregninger laves for de //
negative veerdier af V og w og resulta- ' biidepl)
tet ses her — —
Der er her anvendt notationen V' =V og w' = w,
idet Nspire ikke kan skrive Vog w
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3.2 Linearisering af FitzHugh-Nagumo-modellen og karakterisering af ligeveegts-

punkter
Vi skriver systemet (14) som
V=FfW,w) (15a)
w=glV,w) (15b)
og vender tilbage til afsnit 1.1 om linearisering via opstilling af Jacobimagtricen:
aof of
V\_|[av aw |(V .
(W> = a_g a_g (W) + hgjereordens led
av  ow
For FitzHugh-Nagumo-modellen giver dette Jacobi matricen
of 0
o 9 -Vi+1 -1
A= av  ow — 1 —b
dg dg - —
v ow t t

Jacobimatricen evalueres nu i ligeveegtspunktet (V*,w*), hvilket giver:

9o of ~(V)2+1 -1
av  ow _ 1 _b
9 99 - =
vV ow/ e t t

Vi ved fra seetning 1, at vi kan karakterisere ligevaegtspunktets stabilitet ved at se pa fortegn af spor og de-
terminant af Jacobimatricen. Vi far:

b
Tr=—)?+1--
—b 1 1
A= — (~(V') + D += == (b(V)? +1-b)

@velse 3.1
Vis:

a) Tr<0=>V*<—/1—§ellerV*> /1—%
b) Tr>0:>—/1—§<v*< /1—%

Ifalge seetning 1 geelder der:
- Stabilt ligeveegtspunkt hvis Tr < 0 samt A> 0
- Ustabilt ligeveegtspunkt hvis Tr < 0 samt A> 0

@velse 3.2
a) Anvend parameterveerdierne a = 0.7, b = 0.8, 1t = 1309 I, = 0 fra eksemplet i forrige
afsnit og bestem ligeveegtspunktets koordinater, (V*, w*) hvis du ikke allerede har gjort
det.

b) Vis, at ligeveegtspunktet er stabilt ved at udregne de 4 starrelser:
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T A, |1 —g, Tr2 — 4A

| appendiks 2 findes en gennemregnet lgsning pa evelse 3.2.

En grafisk repreesentation af lgsningen ses nedenfor:

WY~ Vs, 0.0 | < 2y (ty)-graf
: /\ '."\
< | oS R {
< os 10 \\ 100
<
< (1e1,1y1)
3
< -2
3% (6x)-graf
3332333333333 330333 333333l 33333 0.1 ° L4
- o 0 ° 100
o ——
def_system| 3 {0506} .
y»% (x+a-by) / (1t1,1x1)
| L=

Et eksempel pa FitzHugh-Nagumo-modellen for parameterveerdierne a = 0.7, b = 0.8, t = 13 0g I, = O.
x svarer til V og y svarer til w. Det ses til venstre at ligeveegtspunktet er stabilt og efter en naesten fuld eks-
kursion i faserummet finder fasepunktet hvile nar det rammer ligeveegtspunktet. Dette svarer altsa til et
aktionspotentiale der udsendes og derefter der hen. Refraktaerperioden ses (i hgjre vindue nederst pa

(t, x)-grafen) tydeligt som en (uendelig) lang opbygning mod hvileniveauet.

@velse 3.3
c) Anvend parameterveerdierne a = 0.7, b = 0.8, 1t =13 0g I,,; = 0.5 0g bestem lige-
vaegtspunktets koordinater, (V*,w*).

d) Vis, at ligeveegtspunktet er ustabilt ved at udregne de 4 stgrrelser:

Tr, A, /1 —g, Tr2 — 4A

| appendiks 2 har vi vist en gennemregnet lgsning pa gvelse 3.3.

En graflsk repraesentation af Igsningen ses nedenfor:

2y (W-saf
2 V \ //‘\
N, s
,0\1\ \ \ {
(1] 10~../ i 00
(it1,1y1)
2
3% (ty)-graf
. % 'o. ‘

def_system|

3 410505} .
{)"% (x+a-b-y) ]1 / / (_l‘lle l)/

Et eksempel pa FitzHugh-Nagumo-modellen for parametervaerdlerne a=07,b=08,t=1309
lox = 0.5. x svarer til V og y svarer til w. Det ses at ligeveegtspunktet er ustabilt og fasepunktet udfgrer
cykliske beveegelser i faserummet (venstre panel). | det hgjre panel ses nederst pa hinanden falgende akti-
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onspotentialer; (¢, x)-graf. | samme panel gverst ses w(t) som (t, y)-grafen, som ikke umiddelbart har en
fysiologisk tolkning.

3.3 Ekstremumsundersggelse af kubisk nullicline

Du kan finde nogle virkeligt gode animationer af FitzHugh-Nagumo-modellens opfarsel for varierende pa-
rametre pa felgende hjemmeside, lavet af bl.a. FitzHugh og Izhikevich:
http://www.scholarpedia.org/article/FitzHugh-Nagumo model

Vi kan imidlertid ogsa pa baggrund af et normal matematik A-niveau fra gymnasiet sige en del om lige-
vaegtspunkters stabilitet nar I, # 0. Lad os i det falgende antage, at I, # 0. Vi foretager en almindelig
ekstremumsundersggelse:

p(V)=0 —(V)+1=0V==+1
Vi kan nu opstille et simpelt kriterie for, om den linezere nulicline q (V) skeerer den kubiske p(V) pa det
midterste stykke mellem lokalt minimum og lokalt maksimum, hvilket kan vises er afggrende for stabilite-
ten.

Det antages i det fglgende, at der kun er en skaering mellem den kubiske og den linegere nullicline:
Dap(-1) = _?2 + I, ses det at:
e Hvisq(-1) < _?2 + I, q(V) skeerer p(V) til hgjre for p(V)’ s minimum. Dette svarer til et
ustabilt ligeveegtspunkt.
e Hvisq(-1) > _?2 + I,t: q(V) skeerer p(V) til venstre for p(V)’ s minimum. Dette svarer til
et stabilt ligeveegtspunkt.
e Hvisq(1) > 2 + I:: q(V) skeerer p(V) til venstre for p(V)’ s maksimum. Dette svarer til
et ustabilt ligeveegtspunkt.
e Hvisq(l) < 2 + I..:: q(V) skeerer p(V) til hgjre for p(V)’ s maksimum. Dette svarer til et
stabilt ligeveegtspunkt.

3.4 Visualisering af Nullclines i 3D
Et tredimensionelt plot af pa FitzHugh-Nagumo modellens ligninger (4) kan udvide forstaelsen af nullclines.

Nspires veerktgj til 3D plots (veerktgjsmenuen 'Vis — 3D- _ ;
graftegning) er brugt til en alternativ undersggelse af Y Nidins
nullclines. Den markebla flade er fastlagt af funktionen

3

Z2=X =5 =Y+ Lot ogdenmdefladeafz=%- (x +
a — b - y), altsd svarende til hhv.  og . Den lysebla
plan definerer z = 0. x svarer til V og y til w. Den lineze-
re og den kubiske nullcline ses som de to skaeringskurver
mellem den markebla hhv. den rade plans skeering med
den lysebld z = 0 plan. Planen z = 0 svarer netop til & P
V =w = 0. Ligeveegtspunktet kan lokaliseres som det
feelles skaeringspunkt mellem de tre flader.

4. Afslutning: FitzHugh-Nagumo modellen og treening af det neurale drive.
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| mange idraetsgrene geelder det om at kunne udvikle mest mulig kraft pa kortest tid. Kraftudvikling per tid
kaldes inden for idraetsfaget rate of force development (RFD), og pa fx sprinterdistancerne i lgb, styrkelgft
og kuglestad, kan en god udgver praestere en hgj RFD. Den neurale stimulation af en muskel starter med at
et aktionspotentiale overfares til muskelfiberen fra nervesystemets omkringliggende nerveceller.

En kraftig stimulans skabes ved en hgj frekvens af aktionspotentialerne og jo hgjere denne frekvens er, jo
hajere bliver RFD. Op til en vis graense, hvor musklen overstimuleres, geelder det altsa for udgvere, som
gnsker en hgj RFD, om at kunne generere hgjfrekvente aktionspotentialer. Opnar udgveren dette siger man
at det neurale drive er forbedret (se fx [2] side. 238 tabel 11). En treeningsmetode der ifglge litteraturen (se
fz [2] side. 237-238) gger kroppens evne til at generere et starre irritament er tung og/eller eksplosiv styr-
ketraening. FitzHugh-Nagumo modellen kan saledes hjeelpe til at forsta grundlaeggende neurofysiologiske
mekanismer, som spiller ind, nar tung og/eller eksplosiv styrketraening bruges som traeningsmetode til at
forbedre RFD for idreetsudgvere.

Vi har tidligere set at for de valgte parameterveerdier a = 0.7, b = 0.8 og T = 13 er ligevaegtspunktet
ustabilt nar I, > 0.291. | Fig. 8, ses FitzHugh-Nagumo modellens beskrivelse af aktionspotentialer for to
karakteristisk forskellige veerdier af I, ; lox: = 0.4 09 I, = 1,35. Det ses tydeligt, at den hgje veerdi af
I..: giver en kortere refrakteerperiode og altsa kortere tid far at aktionspotentialet kan "fyre” igen. Fitz-
Hugh-Nagumo modellen fanger altsa mekanismen hvor stgrrelsen af det irritament I, som nervesystemet
kan producere afgar frekvensen af aktionspotentialerne.

| figuren ses to situationer hvor aktionspotentialet ikke skydes af. Den mindste veerdi I, = 0.1 kan tolkes
som et irritament der ikke overstiger teerskelveerdien hvor et aktionspotential kan skyde. Den stgrste veerdi
I+ = 1.60 kan tolkes som en overstimulans der bevirker at mekanismen bag aktionspotentialet kollapser.
Dette kan fortolkes som en krampetilstand i musklen.

AT % ~, by
2y (ty)-graf o E:ivfg’af / / /
ey ) R e

5}1" s ._\ $ ..\ :_. -.,\\ P Z)0_._1 2 15;
0 o, : N \.—( 150

N lt1,ly1) 1
.2 -2
31 (Ly)-graf 3y (6)-graf

14

150 150,

. (t1x1)  ° 3 . . . s
/ / / - i > 5 ﬁ;’l)
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[2]: Jesper Franch m.fl., Idreet B — idreetsteori, 1. udg., Systime, 2009-2010.
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ophysical journal volume 1, 1961

[5]: Richard FitzHugh:Thresholds and Plateaus in the Hodgkin-Huxley Nerve Equations, The Journal of Gene-
ral Physiology, Volume 43, 1960

Der findes pa nettet en del litteratur om bade FitzHugh-Nagumo modellen og om Igsning af koblede diffe-
rentialligninger generelt. Nedstaende findes nyttige links.

Note om grafisk lgsning af differentialligninger, Knud Nissen og Bjgrn Felsager:
http://education.ti.com/sites/DANMARK/downloads/pdf/NUMERI-1.PDF

Skabelonen til numerisk Igsning af koblede differentialligninger, Philippe Fortin:
http://education.ti.com/da/danmark/nonproductsingle/mat infinitisimal

Scholarpedia om FitzZHugh-Nagumo modellen, Izhikevich og FitzZHugh:
http://www.scholarpedia.org/article/FitzHugh-Nagumo model

Wikipedia om fitzHugh-Nagumo modellen:

http://en.wikipedia.org/wiki/FitzHugh%E2%80%93Nagumo_model
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5. Supplerende materialer

Appendiks 1: Numerisk lgsning af FitzZHugh-Nagumo - modellen

FitzHugh-Nagumo -modellen er som sagt ikke analytisk lasbar og vi har derfor benyttet et af Nspires veerk-
tgjer til numerisk lgsning. Den anvendte skabelon benytter sig af en fjerde ordens Runge-Kutta algoritme.
Bruger man i Nspire menuen ’grafindtastninger-differentialligninger’ kan man vaelge mellem en Euler- og en
Runge-Kutta algoritme. Det kan dog sagtens lade sig gare at arbejde numerisk i Nspire ved egen kraft. fx
ved at benytte regnearket til lgsning ved Eulers metode. Her kendes veerdien af en variabel, x, samt variab-
lens &ndring per tid, x, hvorfra variablens veerdi tidsrummet At senere estimeres som x;,; = x; + x; * At.
Metoden bygger altsa pa en tilnaermelse til linezer bevaegelse i korte tidsrum. Har man ligeledes ligninger
der bestemmer x som funktion af x kan x;,, 0gsa beregnes ud fra x;, ;.

Eulers metode anvendt pa FitzHugh-Nagumo modellens V, w, V og w er opstillet skematisk nedenfor, hvor
man skal forestille sig, at hver rubrik svarer til en rubrik i et Nspire regneark. Ved at markere de beregnede
felter og treekke med musen, beregnes hurtigt flere hundrede punkter. Nar punkterne er beregnet laves en
hurtiggraf, hvilket ses i Fig.6. Her er ogsa de to nullclines indtegnet ved i veerktgjsmenuen at veelge 'under-
sgg graf’ og derefter "plot funktion’. Bemaerk forskellen i den straekning som faserumspunktet nar at bevae-
ge sig i de to tilfeelde 300 skridt gverst til venstre og 200 skridt gverst til hgjre. Sammenlignes Fig. 6 med
Fig. 5 ses det, at i omegnen af den kubiske nullclines ekstrema “reagerer” Eulers algoritme forventeligt
langsommere end den fjerde orden Runge-Kutta som Nspire skabelonen benytter sig af.

A B C D
v w 14 w
A13 1
1 Geet Geet —a1-2 _B1+1,, | =-(Al+a-b-Bl)
3 T
= A1+ At-Cl | =Bl+At-D1 A23 1
2 = A2 ————B2+ 1,y =-(42+a—-b-B2)
3 T
3 = A2+ At-C2 | =B2+ At-D2
4 : :

0.8 0.8

dobbeltve
dobbeltve

0.44 0.44

0.0+ 0.0

-0.44

-0.4-
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Figur 6: @verst faserummet, nederst V (t). Beregninger er baseret pa Eulers algoritme med At = 0.2. | ven-
stre kolonne har algoritmen taget 300 skridt og nar mere end en hel cyklus. | hgjre kolonne er der taget 200
skridt og det ses i faserummet(gverst), at en hel tur rundt i cyklen ikke opnas. Parameterveerdierne a, b, og
7 samt begyndelsesveerdien (V,w) = (—1.05,0.5) er ens i alle paneler og magen til Fig. 5.

Appendiks 2: Lagsninger til gvelse 3.2 og 3.3

@velse 3.2. Stabilt ligeveegtspunkt

Vianvender parameterveerdierne a = 0.7, b = 0.8, Tt = 13 09 I.,; = O, hvilket er typiske parameterveer-
dier*

Ved at satte de to nullclines lig hinanden giver dette ligeveegtspunktet:

(V*,w*) = (—1.19941, —0.624259).

Evalueres spor og determinant af Jakobimatricen i dette ligeveegtspunkt fas:

b 0.8
Tr=—(V~ )2+1——=—( 119941)2+1——=—0.50012<0

Dette stemmer overens med kravet V* < /1 —=ellerv*> [1—-

, da /1 —-<= 0.968742.

Vi fortseetter med at anvende seetning 1, for at sikre, at analysen er lovlig:
e A==-(b-V2+1-b)=01039 >0.

o Tr?2—4A=52347 #0
Der er altsa tale om et stabilt ligeveegtspunkt.

@velse 3.2. Ustabilt ligevaegtspunkt

Vi anvender parameterveerdiernea = 0.7, b = 0.8, t =13 09 I,,; = 0.5.

I.x: # 0 medfarer, at den kubiske nullcline forskydes opad og altsa vil ligeveegtspunktet for givne veerdier
af a, b og T opfare sig anderledes end hvis I,,; = 0.

Skeering mellem nullclines giver ligeveegtspunktet (V*, w*) = (—0.804848, 1.88106). Evalueres spor af
Jakobimatricen i dette ligevaegtspunkt fas:

b 0.8
=—(V*)>2+1- z= —(-0.804848)2 + 1 — ) =0.29068 =0

! http://www.scholarpedia.org/article/FitzHugh-Nagumo_model eller
Simple Neuron Models: FitzZHugh-Nagumo and Hindmarsh-Rose, R. Zillmer, INFN, Sezione di Firenze
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Dette stemmer overens med kravet — /1 — % <V < /1 — %
.da /1 - % = 0.968742.

For at sikre at analysen er korrekt udregnes som far:
e A==-(b-V2+1-b)=005525>0

e Tr?—4A=-0.13651+#0
Der er altsa tale om et ustabilt ligeveegtspunkt.

Vi kan supplere den netop udferte ligeveegtspunktsanalyse med en normal ekstremumsundersggelse som
beskrevet ovenfor.

Vi starter med at beregne q(—1) = —0.375 og q(1) = 2,125, hvilket giver et kriterium om ustabilt lige-
vaegtspunkt for 0.291667 < I,,; < 1,45833. For alle andre veerdier af I,,,.; er ligeveegtspunktet stabilt.
Med I, = 0.5 skal vi derfor have et ustabilt ligeveegtspunkt og dermed oscillerende lgsninger der model-
lerer pa hinanden falgende aktionspotentialer. At dette netop er tilfeeldet ses i Fig. 5.

Visuelt er det tydeligt, at der i faserummet er tale om en graensecykel.

Appendiks 3: Karakterisering af ligevaegtspunkter — et opgaveforlgb

| studiet af koblede systemer indgar begrebet ligevaegtspunkt som et af de centrale. | et ligeveegtspunkt er
begge de afledede funktioner 0. Ligevaegtspunkter kan veere tiltreekkende (stabile) eller frastadende (usta-
bile), men de kan ogsa veere tiltreekkende i én retning og frastedende i en anden retning (saddelpunkt), og
yderligere er det interessant at undersgge karakteren af det tiltreekkende og frastedende — er det lokalt
linegert eller spiralerer kurverne ind / henholdsvis ud fra ligeveegtspunktet.

Betragt falgende 6 differentialligningssystemer:

p Y= 2 V=
2'=-37-y 72'=-21-2y
3) {y,iz 2) {y,iz
'=z7-2y 2'=-y
{2 6
7'=27+y 2'=4z-y
7 y'=z ) y'=y+z
7'=-3z+y 2'=y-12
9) {y:z 10) {y:z
7'=27-y 7'=-272-y

1. Vis, at for alle 6 er punktet (0,0) et ligevaegtspunkt.

2. Tegn retningsfelterne for de koblede systemer, og leeg begyndelsespunkter pa retningsfelterne, hvorved
der tegnes eksempler pa faseplot

3. Treek rundt med disse punkter, og giv pa baggrund heraf en karakteristik af de 6 ligevaegtspunkter med
brug af fglgende begreber:
2) saddelpunkt

3) tiltreekkende (stabilt) ligeveegtspunkt
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4) frastgdende (ustabilt) ligevaegtspunkt
5) centrumspunkt

6) spiralt tiltreekkende ligevaegtspunkt
7) spiralt frastedende ligevaegtspunkt

4. Opstil for hvert af systemerne de tilhgrende matricer og udregn for hvert af dem:
a) Trace, Tr (sporet, dvs summen af diagonalelementerne)

b) Determinanten, A
c) Starrelsen Tr’—4-A
Opstil dine udregninger i en tabel som:

Tr(M)=a+d

det(M)=A=ad -bc

D=(Tr(M))*-4-A

Begrund hvorfor fortegnskombinationer som fglgende ikke vil forekomme:

Tr(M)=a+d

det(M)=A=ad -bc

D=(Tr(M))*-4-A

+

+

5. Kombiner dine resultater i 3 og 4 — konsulter evt Igsningerne for at have illustrationer ved handen — og
beskriv ud fra dette materiale:
1) Betydningen af fortegnet for Tr
2) Betydningen af fortegnet for A - der er kun én med negativt fortegn, men ligevaegtspunktet
i det tilhgrende retningsfelt adskiller sig ogsa fra alle de andre!
3) Betydningen af fortegnet for Tr* —4.A.
Hvis du har arbejdet med sammenhangen mellem koblede systemer og andenordens differentialligninger,

sa vil du genkende Tr®> —4-A som differentialligningens diskriminant, dvs den, der afger karakteren af |gs-
ningerne, se evt Appendiks 4. Hvis diskriminanten er negativ, sa indgar de trigonometriske funktioner altid i
Igsningen, hvilken forklarer spiraler og cirkler for faseplottene.

Appendiks 4: Lineaere differentialligningssystemer og lineaere anden ordens diffe-
rentialligninger

Lineaere anden ordens differentialligninger er det grundlaeggende matematiske veerktgj i modelleringen af
svingninger af enhver art. Hjerterytmer, neuroners kommunikation med hinanden eller med muskler og
mange andre biologiske og fysiologiske fa&enomener er ogsa ofte karakteriseret ved en periodicitet, som
maske ikke svarer til paene sinussvingninger, men dog antyder, at de er en art deformerede eller transfor-
merede svingninger. | projektmaterialet sa vi ogsa, hvordan analysen af den komplekse kommunikation
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mellem neuroner voksede ud af fgrst undersggelsen af den mest simple svingning, fjedersvingningen un-
derlagt Hookes lov, dernaest studiet af van der Pol-ligningen, en matematisk model, hvor der er bygget et
ikke-linezert led pa, for sa endelig at na frem til analysen af FitzHugh Nagumos model.

FitzHugh Nagumo-modellen og de endnu mere komplekse modeller, der ligger bag, modelleres matematisk
med systemer af koblede differentialligninger. Teorien for lgsning af sadanne er overkommelig og findes
gennemgaet i et projekt i Hvad er matematik? A, men det er et helt projekt i sig selv, hvor man undervejs
skal lzere noget om den matematiske disciplin, der hedder lineger algebra. Men der er heldigvis en genvej.

De koblede differentialligninger, vi undersgger, er lineariserede versioner, og der er faktisk fuldsteendig
akvivalens mellem fglgende matematiske modeller:

e systemer af to koblede linegere farste ordens differentialligninger

o homogene lineaere anden ordens differentialligninger
Med aekvivalens mener vi, at det ene system kan overszettes til det andet, saledes at lasningsmaengden er
den samme. Det betyder, at vi kan oversaette koblede systemer til linesere anden ordens differentiallignin-
ger og treekke pa vores viden om Igsningen af disse. Anden ordens differentialligninger er behandlet i Hvad
er matematik? A, kapitel 8, og her (s. 378) kan man finde beviset for fglgende saetning:

Seetning 3. Lasning af den linegere anden ordens differentialligning.

Den fuldsteendige lgsning af ligningen A-y”+B-y'+C-y =0 afhanger af diskriminanten D =B2—4-A-C i
det karakteristiske polynomium A-x?+B-x+C=0.

1) Hvis D >0, 0g x, 0g X, er de to forskellige reelle redder i det karakteristiske polynomium, sa er den

fuldstaendige lgsning lig med maengden af alle funktioner, der kan skrives pa formen

X1 1 X2 1

y=¢C;-e1+c,-e72",
hvor ¢, og ¢, er konstanter.
2) Hvis D=0, og X, er dobbeltroden i det karakteristiske polynomium, sa er den fuldstsendige lgsning lig
med maengden af alle funktioner, der kan skrives pa formen
y=c,-e%c, t-e*t,

hvor ¢, og c, er konstanter.

J4-A-C—B?

3) Hvis D<0, 09 @ seettes lig med tallet w S sa er den fuldsteendige lgsning lig med
meengden af alle funktioner, der kan skrives pa formen
_B.
y=e 2'At-(cl-cos(m-) +¢,-sin(w-f ),

hvor ¢, og c, er konstanter.

Selv om man ikke har gennemgaet beviset for denne szetning, sa er resultatet formuleret pa en form, som
vi umiddelbart kan forsta og anvende. Det vil vi gare i det falgende.

Farst argumenteres for aekvivalensen.

@velse 1: Fra linezere andenordens til koblede differentialligninger
a) Betragt den homogene andenordens differentialligning a-y"+b-y'+c-y=0, hvor a=0.
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Indfer som en ny variabel, hastigheden z =y’ og vis, at vi kan opstille fglgende koblede system:

y'=1
., b _ ¢ (*)
72/ =—=.7——.
a a
b) Opskriv de koblede systemer, som fglgende differentialligninger giver anledning til:
1) y"+2-y'-5-y=0 2) y"'=-16-y

¢) Vis, at hvis funktionen y = f(x) er en lgsning til a-y”"+b-y’+c-y =0, sa er funktionsparret (f(x), f'(x)) en
lgsning til systemnet (*).

Vis omvendt, at hvis funktionsparret (f(x),g(x))er en lgsning til (), sa er y = f(x) en lgsning til den ho-
mogene linezere anden ordens differentialligninga-y”+b-y'+c-y=0

@velse 2: Fra koblede linegere differentialligninger til lineaere andenordens
a) Betragt felgende system af koblede linezere differentialligninger:
x'=a-x+b-y
y'=c-x+d-y
Omskriv nu efter fglgende opskrift:
- differentier farste ligning
- indseet anden ligning: y'=c-x+d-y heri
- isoler y i farste ligning og indseet ogsa denne.
Gentag proceduren, men nu ved farst at differentiere den anden ligning.
Herved skulle man na frem til falgende to anden ordens differentialligninger:

1) X"—(a+d)-x'+(@-d-b-c)-x=0 2) y"—(a+d)-y'+(@-d-b-c)-y=0
b) Omskriv fglgende koblede system til andenordens differentialligninger:
x'=0,5x+y

y'=-0,75x+2,5y
¢) Anvend seetninger tidligere i afsnittet til at lase ligningerne med fglgende begyndelsesbetingelser:
x(0)=1, y(0)=2. (Hint: Udnyt, at de lgsninger, du finder, ogsa skal vaere lgsninger til det koblede system,

til at bestemme konstanterne).
d) Les ligningssystemerne med et vaerktgjsprogram og kontroller.

Bemaerkning: | gvelse 2 opstillede vi en anden ordens differentialligning med udgangspunkt i et system af
koblede differentialligninger, dvs et par af funktioner (f(x),g(x)), der er lgsninger til det koblede system,

ogsa er lgsninger til anden ordens differentialligningen. Men vi har ikke argumenteret for den modsatte vej,
at givet to lgsninger til anden ordens differentialligningen, sa er disse ogsa lgsninger til det koblede system.
Det kreever lidt stgrre udregninger og er gennemfgrt i det omtalte projekt.

Hvis vi opstiller systemet af koblede differentialligninger pa matrix-form:
X' a b)(x
G o)
sa ser vi fglgende, hvor vi har betegnet matricen M:
1. Tr(M =a+d
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2. det(M)=A=ad-hc

Indszettes dette i anden ordens differentialligningen, vi opstillede, sa kan denne skrives:
y'=Tr(M)-y'+A-y=0

Anvendes saetningen om lgsning af anden odens differentialligninger, s& skal vi fgrst udregne diskriminan-
ten i det karakteristisk polynomium D=B%-4-A-C:

3. D=(r(M))*-4-A
Vi ser saledes, at de tre starrelser, der afgar karakteren af et givet ligeveegtspunkt, kommer frem, nar vi
overseetter til anden ordens differentialligninger. Opskrives Igsningsformlen for redderne i det karakteri-

stiske polynomium ser vi nu yderligere en begrundelse for, i hvilke situationer vi far frastedende og tiltraek-
kende ligevaegtspunkter, og i hvilke situationer vi far spiralerende eller cirkelbevaegelser i faseplottene:

Antag D = (Tr(M))? —4-A > 0. S& kan Lgsningen skrives pa formen:

Tr(M)—~/(Tr(M))> —4-A :Tr(M)+\/(Tr(M))2—4-A

=c, -4t -2t hvor x, = X
y=0C 2 1 > 2 5
Antag D = (Tr(M))? —4-A=0. S& kan Lgsningen skrives pa formen:
y=¢ -e"O'tJrc2 t-e*' hvor Xy = TrM)

Antag D = (Tr(M))? —4-A <0 . S& kan Lgsningen skrives pa formen:

V4 A=(Tr(M)Y

2

y=e 2 't-(cl-cos(w-\) +Cy-sin(w-y ), hvor w=

@velse 3
a) Argumenter for, at i alle tilfeelde, hvor Tr(M =a+d >0, da er ligeveegtspunktet frastaden-

de og dermed ustabilt. Hvis A <0 er punktet et saddelpunkt i faserummet (Hint: Der vil al-
tid indga et eksponentielt led der vil vokse mod uendeligt. Hvis A <0 vil rgdderne veere
henh. positiv og negativ )

b) Argumenter for, at i alle tilfaelde, hvor D =(Tr(M))*> —4-A <0 er banekurverne cirkuleere eller
spiralerende:
- Hvis yderligere Tr( I\/) =a-+d =0: Ligevaegtspunktet er et centrumspunkt, banekurverne er cirku-
leere
- Hvis yderligere Tr( I\/) =a-+d <0: Ligeveegtspunktet er tiltraekkkende, banekurverne spiralerer ind
mod punktet
- Hvis yderligere Tr( I\/) =a+d >0: Ligeveegtspunktet er frastadende, banekurverne spiralerer veek
fra punktet

c) Argumenter for, at hvis D=(Tr(M))*~4-A>0 og Tr( M =a+d <0, daer ligeveegtspunktet

tiltreekkende og dermed stabilt, nar A>0, og det er frastedende og dermed ustabilt, nar
A <0 og dermed ustabilt. | faserummet er det et saddekpunkt. (Hint: De to rgdder i det ka-
rakteristiske polynomium er begge negative i det farste tilfeelde og henh. negativ og positiv
i det andet tilfaelde)

d) Argumenter for, at hvis D =(Tr(M))*-4-A=0, da er ligeveegtspunktet tiltreekkende og der-
med stabilt, nar Tr(M =a+d <0, og det er frastadende og dermed ustabilt, nar
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Tr(M =a+d>0. (Hint: Det er fortegnet for dobbeltroden i det karakteristiske polynomium,
der afgar banekurvernes forlgb)

Appendiks 5. Stabile greensecykler for biased Van der Pol oscillator
I afsnit 2.3 undersggte vi differentialligningen:

¥+u(x®—-1)x+x—-a=0
der er en matematisk model for den sakaldte biased Van der Pol oscillator.

Vi sdi afsnit 2.3, at ligeveegtspunktet er ustabilt, nar |a| < 1, dvs. at det frastgder banekurver, nar disse
starter i neerheden af ligeveegtspunktet (dog ikke hvis de starter lige oven i punktet —det er jo et ligevaegts-
punkt). Hvis a > 1 er ligevaegtspunktet stabilt.

Vi skal nu undersgge om der findes en stabil graensecykel for bestemte veerdier af a. En stabil greensecykel
er en lukket banekurve i faserummet med den egenskab, at enhver naerliggende banekurve spiralerer mod
denne graensecykel. Graensecykler i faserummet er essentielle for at beskrive feenomener der i (¢, x)-rum
og (t, y)-rum udfgrer svingninger.

Det kan vises, at findes der en lukket banekurve i faserummet, sa findes der en periodisk lgsning til diffe-
rentialligningssystemet. Det er ikke overraskende, idet en banekurve i faserummet, der "karer over i sig
selv” jo netop repraesenterer en periodisk gentagelse af x(t) og y(t). Med henblik pa at identificere perio-
diske lgsninger x(t) og y(t) ville det derfor veaere brugbart med et kriterium for, at der for et givent system
findes lukkede banekurver i faserummet. Et sddant kriterium findes faktisk: | videregdende kvalitativ analy-
se af differentialligningssystemer vil man mgde denne bergmte Poincaré-Bendixons seetning. Den er imid-
lertid for kompliceret at inddrage og vi vil in det fglgende ty til mere intuitive argumenter.

Vi ser pa faseportraetter hvor nullclines og en numerisk lgsning er indtegnet med forskellige begyndelses-
veerdier:

Fig. 1 har (x,,y,) = (0.5,1.5) fora = 0.4 ogu = 5.

Fig. 2 har (x,,y,) = (0.5,—1.5) fora = 0.4 ogu =5.

Fig. 3 har (xg,y,) = (0.5,—1.5) fora =2 og u = 5.

¥ =
ot ™ 3 3
>3

NN | . =
e |‘,1 ((13 3 ))'('1"1 E)) H dffx_\s:emu(i (‘7& Ydi\)),{o 51 5)) -
" p'=—"la=x]

Fig. 1.Faseportreet for biased Van der Pol med a = 0.4 og u = 5 er indtegnet med begyndelsesveerdien
(x0,y0) = (0.5,1.5). Til hgjre er faserumsvektorerne fjernet. Til venstre er de medtaget. Det ses at lige-
vaegtspunktet hvor de to nullclines skaerer hinanden er ustabilt idet fasepunktet fortsaetter sin tur rundt i
faserummet i en stabil graensecykel.
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Fig. 2- Faseportreet for biased Van der Pol med a = 0.4 og 4 = 5 er indtegnet med begyndelsesveerdien
(x0,y0) = (0.5,—1.5). Til hgjre er faserumsvektorerne fjernet. Til venstre er de medtaget. Det ses at lige-
veegtspunktet hvor de to nullclines skeerer hinanden er ustabilt idet fasepunktet fortsaetter sin tur rundt i
faserummet i en stabil greensecykel.

Det ses, at startpunktet (der starter i begyndelsesveerdien) vil bevaege sig hen mod den kubiske nullcline.
Hvis det mgder den hgjre gren (Fig. 1) vil fasepunktet bevaege sig nedad i faserummet indtil det mgder det
lokale minimum. Hvis det mader den venstre gren (Fig. 2) vil det beveege sig opad indtil det mgder det loka-
le maksimum. Nar fasepunktet eksempelvis har passeret det lokale minimum vil det bevaege sig til den ven-
stre gren hvor det vil stige op til det lokale maksimum, hvorfra det efter at have passeret dette vil beveege
sig til den hgjre gren. Saledes vil cyklen fortseette. Hele denne mekanisme bygger pa at ligeveegtspunktet er
ustabilt, altsd at |a| < 1.

Hvis |a| > 1er ligeveegtspunktet stabilt og den lodrette nullcline vil skeere den kubiske pa enten den hgjre
eller venstre gren. Dette vil betyde at et fasepunkt nar det rammer en af grenene vil bevaege sig mod lige-
vaegtspunktet og stoppe der, idet y > 0 for x < a og y < 0 for x > a. Eksempelvis vil fasepunktet hvis det
meder den hgjre gren over skeeringspunktet for nullclines have x > a. Det vil betyde at y < 0 og altsa vil y
aftage. Herved vil fasepunktet sgge nedad til det punkt hvor nullclines skaeringspunkt passeres sa x < a sa
y > 0 og y atter vil stige. Ved denne mekanisme vil fasepunktet lsegge sig til ro netop der hvor nullclines
skeerer. Altsa et stabilt ligevaegtspunkt.

| Fig. 3 er denne stabilitetssggende mekanisme vist for a = 2 og 1 = 5 og for begyndelsesveerdien
(xo; yo) = (0.5, —1.5).

7m.):l Bx

AL

444

wl %

Udfort ]

def_system|

11/99

Fig. 3, Faseportrzet for biased Van der Pol med a = 2 og u = 5 er indtegnet med begyndelsesveerdien
(x0,y0) = (0.5,—1.5). Til hgjre er faserumsvektorerne fiernet. Til venstre er de medtaget. Det ses at fase-
punktet tiltreekkes af det stabile ligevaegtspunkt hvor de to nullclines skeerer hinanden og dermed er der
ingen greensecykel i faserummet.
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Lasninger til appendiks 3

Retningsfelter med eksempler pa faseplot. Ved at treekke rundt med kurverne ser vi, at ligeveegtspunktet
(0.0) kan karakteriseres som angivet. (Bemeerk, at de spiralt tiltreekkende og frastedende bevarer denne
egenskab hvis vi zoomer |nd Vi siger, at der er en fraktal struktur [ omegnen af ligeveegtspunktet).

................................................... o o

nr 7- Saddelpunkt med Tr<0, A<0 nr 8: Saddelpunkt med Tr 20, A<0
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nr 9: Frastedende med Tr<0, A<0,D=0 | nr 10: Tiltreekkende med Tr > 0, A<0,D=0

Starrelser og fortegn for Tr(M =a+d, det(M)=A=ad-bc og D= Tr(M))? —4-A:

Tr(M)=a+d det(M)=A=ad —bc D=(Tr(M)>—4-A

1 -3 1 5

2 -2 2 -4

3 1 2 -7

4 0 1 -4

5 2 -1 8

6 4 1 12

7 -3 -1 13

8 0 -2 8

9 2 1 0

10 -2 1 0
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pa C, B og A-niveau.

Projektmaterialer 2 handler om Matematisk modellering af

signaler i nerve- og muskelceller, og indeholder en indfgring
i FitzHugh-Nagumo modellen. Matematisk set er studiet af
koblede differentialligninger i fokus, og materialet rummer

en raekke muligheder for studieretningsprojekter.
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