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Forord

Forord

Matematik har veeret et centralt fag i hele videnskabens og kulturhistoriens udvikling
og er i dag tilmed et uundveerligt redskabsfag for en lang raekke andre fag. Det skal
elever ikke forst hgre om og fordybe sig i, pa de videregdende studier. Tveertimod: det
skal veere det inspirerende udgangspunkt for al undervisning i matematik i gymnasiet.
Vi har udarbejdet leerebogssystemet Hvad er matematik? ud fra dette syn pa matema-
tikfaget og pa matematikundervisningen i gymnasiet.

Leerebogssystemet bestar af grundbegerne C, B og A, de tilherende opgavebager
samt i-bogerne til C, B og A. Den enkelte i-bog rummer bade grundbogen og opga-
vebogen til det aktuelle niveau. Da leerebogssystemet er malrettet studieretningsgym-
nasiet, indeholder i-bogen ogsa 5 ekstra kapitler, med forleb og projekter som laegger
op til et samarbejde med savel de naturvidenskabelige fag, som samfundsfag og de
humanistiske fag.

Sadan er grundbogen Hvad er matematik? opbygget

Hvad er matematik? C er grundbog for matematik C, og samtidig ferste bog pa
B-niveau og pa A-niveau. Det er markeret, nar bestemte afsnit og eksempler iszer
henvender sig til B- og A-niveau. Det gaelder fx hele kapitel 6 om Logaritmer. Kapitel

9 om hypotesetest harer til kernestoffet pa B- og A-niveau, men er medtaget i denne
bog, fordi det er et godt emne til supplerende stof, og fordi studieretningshold til B- og
A-niveau kan gnske at tage emnet ind allerede i foraret i 1.g.

Hvad er matematik? indleder hvert kapitel med en fortzelling om begivenheder, hvor
matematik har veeret afgerende for at forstd faenomener fra natur og samfund, eller
hvor matematik er bragt i spil for at lose bestemte problemer.

Hvert kapitel i Hvad er matematik? afsluttes med en raekke projekter, der hver for sig
ogsé rummer interessante forteellinger i tilknytning til kapitlets emner. Projekterne fin-
des kun i i-bogen, hvor hvert kapitel har et afsluttende afsnit med overskriften Projekt-
oversigt. I-bogen er opbygget sa den enkelte laerer ogsa kan leegge egne projekter ind.

Vi har markeret alle definitioner og saetninger, sa de er lette at finde og s& man hurtigt
kan se, hvilket begreb det drejer sig om. At opna indsigt i, hvad et matematisk bevis er,
er noget af det vanskeligste for eleverne. Derfor er der fra forste feerd i kapitel O fokus
pa dette, og bogen igennem preesenterer vi beviserne for de matematiske seetninger i
en form, s eleverne selv kan arbejde med dem. Det enkelte hold kan naeppe na alt og
ma her foretage nogle valg.
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Notation, regler og god skik er fremhzaevet pa linje med seetninger og definitioner i
saerlige bokse under overskriften: Praxis.

Alle emner, szetninger og formler er illustreret med gennemregnede eksempler. For
hvert eksempel markerer en overskrift, hvad eksemplet drejer sig om. De gennemreg-
nede eksempler demonstrerer samtidig, hvordan besvarelser af skriftlige opgaver kan
udformes.

Bogen inddrager i udstrakt grad veerktgjsprogrammer, og demonstrerer ofte bade en
formelbaseret og en eksperimenterende tilgang til problemerne. Bogen er ikke knyttet
til et bestemt veerktgj. | i-bogen ligger vejledninger og sméa manualer til brug af de mest
gaengse veerktejsprogrammer.

Bogen rummer betydeligt flere ovelser end man normalt vil inddrage i undervisningen,

sd man ma foretage et valg. Ikonet markerer de gvelser som henviser til materialer
fra internettet. Samtidig er der efter hvert emne en henvisning til opgaver i tilknytning til
emnet. Opgaverne findes bade i i-bogen og i opgavebogen.

Bogen igennem er der henvisninger til hjemmesiden, hvor der ligger uddybende mate-
rialer. Her er der adgang til kilder, autentiske data og fortaellinger om afgerende begi-
venheder, der rokkede ved vores verdensbillede. Man tilgar hjemmesiden via i-bogen,
hvor alle links er aktive.

Sadan kan man arbejde med Hvad er matematik?

Bogen er skrevet med den malszetning, at eleverne skal lzere at laese matematiske
tekster. Derfor er alle omskrivninger og hvert trin i et bevis ledsaget af forklaringer,
sdledes at eleverne kan arbejde med disse individuelt eller i mindre grupper med et
passende omfang af leerervejledning. Ligeledes kan de forteellinger, som indleder hvert
kapitel, eller som introducerer centrale begreber, danne grundlag for forskellige aktivi-
teter, sdsom elevforedrag, skriftlige rapporter eller et uddybende arbejde i klassen med
stotte fra fx internettet.

Mange hold gnsker at starte matematikundervisningen i gymnasiet med et kortere for-
leb om, hvad matematik er. Kapitel 0 rummer tilbud om tre forskellige sddanne forlgb.
De er alle er skrevet, sa eleverne i vid udstreekning selv kan arbejde med det faglige
stof.

Det enkelte hold vaelger selv i hvilken raekkefalge de vil arbejde med de faglige emner.
Kapitel 1 om variabelsammenhaenge, kapitel 2 om den beskrivende statistik og kapitel 3
om geometri og trigonometri i retvinklede trekanter kan gennemgas i en vilkarlig reek-
kefolge.
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Forord

Bogen lzegger op til, at eleverne fra farste feerd skal leere nyt om, hvad matematik er,
ud fra de erfaringer og feerdigheder, de har med sig fra folkeskolen. Elevernes viden fra
folkeskolen om bl.a. ligningslgsning og symbolhandtering repeteres, hvor der er brug
for det. | kapitel 7 om Tal og ligninger behandles emnet mere systematisk, og det sam-
menfattes pa et gymnasialt niveau.

Mange faglige emner i de enkelte kapitler kan med fordel gennemarbejdes pa grundlag
af materialer fra studieretningskapitlerne eller pa grundlag af nogle af bogens mange

projekter, der ligger klar til brug. I-bogen indeholder for hvert kapitel forslag hertil samt
eksempler pa temaopgaver.

Bjorn Greon Bjorn Felsager Bodil Bruun Olav Lyndrup
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Hvad er matematik?

1. Kan vi bevise det? Om vinkelsummer, trekanter og polyedre .................
2. Kan vi beregne det? Om formler, summer og uendelighed ...................

3. Kan vi tro pa det? Om usikkerhed, tilfaeldighed og sandsynlighed ............

Matematik er bade en meget gammel og en meget moderne videnskab. Tal, mgnstre
0g geometri kan spores tilbage til stenaldermenneskene, lang tid for skriftsproget blev
opfundet. Og det moderne menneske er omgivet af matematik, hvor end vi faerdes og
gennem hele livet.

Nar den gravide far et billede med sig hjem af det lille foster, eller nar den syge skan-
nes, er billederne et resultat af en snedig anvendelse af moderne matematik. Nar sund-
hedsplejersken vejer og maler den lille, kontrolleres, at tallene ikke afviger signifikant
fra bestemte grafer, der er lavet ud fra statistiske beregninger. Nar man ringer sam-
men, sender billeder, horer musik eller betaler via netbank, sikrer matematiske koder
og kryptering, at informationen nar sikkert og korrekt frem.

Trafiksystemer, nationalokonomiske beregninger og vejrprognoser bygger alt sam-
men pa store matematiske modeller, og nar arkitekter, ingenigrer og designere vil fare

visioner ud i livet, anvender de matematiske metoder og varktajer.

| det folgende vil vi illustrere tre sider af, hvad matematik er.
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0. Hvad er matematik?

1. Kan vi bevise det?
Om vinkelsummer, trekanter og polyedre

Introduktion: Vinkelsummen i en trekant

Allerede for over 2000 &r siden vidste de graeske matematikere, at summen af vink-
lerne i en trekant altid gav det samme, uanset trekantens udseende og storrelse. Men
hvorfor skal vi nu tro pa det?

Abn et dynamisk geometriprogram, tegn en trekant og fa programmet til at male vin- g;;‘?ﬁ; <
kelsummen. € =73,60°

Nar vi har en dynamisk forbindelse mellem tegning og udregning af vinkelsummen, kan

vi gribe fat i en af vinkelspidserne og traekke i den.

Mens de enkelte vinkler zendrer sig, sa ser vi det meerkelige, at summen hele tiden er 2 &
den samme. A+B+C=180,0°

| gvelse 0.1 har vi kontrolleret pastanden for rigtig mange trekanter. Men vi har jo ikke
vist pastanden for alle trekanter. Kunne det ikke teenkes, at deren en dag gar op og
ind kommer en glad kinesisk matematiker og meddeler, at efter mange ars forsgg har
han nu konstrueret en trekant, hvor summen af vinklerne er 200°? Ville vi male efter pa
hans trekant for at se, om han havde ret?

Maske er det forste vi skulle sporge til, om han bruger samme vinkelmal, som vi ger.
I matematik skal vi altid have preecise definitioner som udgangspunkt. Graekerne talte
ikke om grader. Deres péstand var:

| enhver trekant er summen af vinklerne lig med to rette vinkler.

Vores vinkelmal er defineret ud fra, at en hel cirkel svarer til 360°: @;00

180°
En halv cirkel svarer s& til 180°: /’D_ Det kaldes en lige vinkel.

90°
En kvart cirkel svarer derfor til 90°: Det kaldes en ret vinkel.

Nar graekerne siger: To rette er det altsd 2 - 90° = 180°, sa deres pastand er den
samme som vores:

Satning 1

| enhver trekant er summen af vinklerne lig med 180°.
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Tegn en firkant i et dynamisk geometriprogram og mal vinkelsummen. Treek i et af
firkantens hjerner. Hvad sker der, hvis du traekker helt vildt? Prov ogsa det samme med
femkanter.

Overseet til
symbolsprog

Matematisk teknik:

12

Undersgg via internet eller leksika, hvorfor vi bruger sa meerkelige tal som 360°.

Der har veeret forsgg pa at aendre vinkelmalet, sa en ret vinkel er 100°. De kaldes ny-
grader. | kapitel 6, Logaritmer, forteeller vi historien om dette fors@g. Hvis det var blevet
indfort generelt, ville vinkelsummen i en trekant vaere 200 nygrader. Men det er nu
nzeppe forklaringen pa den kinesiske matematikers trekant.

De faerreste gad nok male efter, men ville ga ud fra, han havde lavet en fejl eller var lidt
skar. Vi tror pa pastanden om de 180°, fordi den er blevet bevist.

En matematisk pastand, der udtrykker, at et eller andet altid geelder — som fx at vinkel-
summen i enhver trekant er 180° — kaldes i de fleste lande for et matematisk teorem.

| Danmark kaldes det en matematisk seetning. Vi taler om Pythagoras' saetning eller
saetningen om vinkelsummen i en trekant. Det er en lidt underlig tradition. Nar vi bruger
ordet en seetning i matematikfaget, mener vi alts& noget ganske andet, end nar vi bru-
ger ordet i danskfaget.

En matematisk saetning er altid knyttet sammen med et matematisk bevis for saetnin-
gen. Et bevis er en (eller flere) keeder af argumenter (reesonnementer), eller reekker af
omskrivninger af et udtryk, hvor vi hele vejen kun anvender logiske regler, og som forer
os fra noget, vi ved i forvejen, til den nye pastand.

Bevis for seetning 1 om vinkelsummen i en trekant

Et bevis kunne forega som falger. Tegn selv med i et dynamisk geometriprogram.
Betragt en vilkarlig trekant ABC, hvor de tre vinklers gradtal er x, y og z.
Pastanden er nu, at

X+y+z=180°

Her er sket noget vigtigt:

Vi har oversat pastanden fra almindeligt sprog til matematisk symbolsprog.

Det er en generel teknik i matematik, og gennem historien er flere og flere symboler
indfert. Somme tider bliver vi sa vant til at bruge nogle symboler, at vi slet ikke taenker
over dem som noget dybt matematisk, men tror maske endda de altid” har vaeret her.
Selv om nye symboler kan virke lidt sveere at vaenne sig til, gor de lgsningen af proble-
mer meget lettere.
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0. Hvad er matematik?

Tegn nu en linje / gennem C parallel med grundlinjen AB, og forlaeng samtidig linjen AC
og linjen BC sa du far felgende figur:

Matematisk teknik:
Anvend illustrationer

P
V4
Symbolet "=" blev
x forste gang brugt i
Y 1557. Indtil ligheds-
A B

tegnet blev udbredt,

Da linjen I er parallel med linjen AB, er den grenne vinkel lig med x, og tilsvarende er skrev man pa dets
den rgde vinkel lig med y. plads i en ligning:
Da de bl& vinkler ligger som topvinkler, er den overste bl& vinkel lig med z. “er lig med” (pa
Derfor har vi nu felgende situation: latin: aequales).

z

y X
z
X y
A B

Pa linjen / har vi i punktet C en lige vinkel p& 180°, der samtidig udgeres af x, y og z:

V4
Y X

Konklusion: x +y +z =180°

Hermed er pastanden bevist. \/

Opgaver
P& hjemmesiden findes nogle sma opgaver om vinkelsummen i trekanter.

Var du tilfreds med beviset? Beviset skulle fore os fra noget vi ved i forvejen til den nye
pastand. Vi brugte undervejs bl.a. noget om topvinkler. Det gar vi i beviset ud fra hgrer
til det, vi ved i forvejen.

Benyt illustrationen til hgjre til at argumentere for saetningen om, at topvinkler er lige
store, dvs. atv =y?
Hjeelp: Udnyt din viden om, at lige vinkler er 180° til at opskrive en ligning.
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Seaetningen om topvinkler hgrer til de aeldste matematiske seetninger, som ifelge over-
leveringen, er blevet bevist. Det var en graeker ved navn Thales (ca. 624 f.v.t.-547 f.v.1),
som ca. 600 f.v.t. viste denne saetning.

Matematisk aksiom

Logiske regler

14

Pa hjemmesiden er der yderligere et eksempel pa en af Thales' saetninger, samt en
henvisning til et projekt om Thales i kapitel 3.

Vi brugte ogsa noget om parallelle linjer. Hvis I er parallel med AB, sa pastod vi, at x er
lig med den grenne vinkel. Dette er en pastand, vi faktisk ikke kan bevise. Det vidste
de graeske matematikere godt, og denne péstand blev af Euklid, der skrev den zeldste
matematikbog, vi kender (ca. ar 300 f.v.t.), ophgiet til en af de fem "indlysende pastan-
de, som ikke behgver et bevis".

Indlysende pastande blev siden kaldt aksiomer. | kapitel 10, Matematik og kultur, vil vi ga
dybere ned i de fem aksiomer og hvad der kendetegner et matematisk raesonnement.

Euklid indferte samtidig fem almindelige logiske regler, vi ma anvende. | beviset for
seetningen om topvinkler, anvender vi fx folgende:

Huvis to udtryk er lig med det samme tredje udtryk (her 180°), s& er de to udtryk lig med
hinanden.

Videre anvender vi regler for at lgse ligninger. Man ma i en ligning treekke lige store
stykker (tal, vinkler, arealer osv.) fra p& begge sider (ovenfor var det vinklen w).

| kapitel 7, Tal og ligninger, er de logiske regler omtalt.

Parallelaksiomet, som det kaldes, har en lang og spaendende historie. Det ligner en
seetning, der kan bevises. Forst inden for de sidste 200 ar lykkedes det nogle mate-
matikere at give det afgerende argument for, at man ikke kan bevise parallelaksiomet.
Samtidig hermed konstruerede de nogle helt andre sékaldte ikke-euklidiske geometrier.
Denne slags matematik anvendes i Einsteins relativitetsteori og anden moderne fysik.

Er vi nu helt sikre pd, at pastanden geelder for alle trekanter? Hvad hvis
trekanten var sa stor som en fodboldbane? Eller sé stor som Danmark? Ville
en trekant mellem Skagen, Kebenhavn og Esbjerg ogsé have en vinkelsum
p& 180°? Nej, det ville den faktisk ikke. Det kan vi bedre indse ved at lave en
endnu sterre trekant mellem Nordpolen, Libreville (hovedstaden i Gabon) og
Quito (hovedstaden i Ecuador), som vist pa kloden.

| denne trekant er alle vinkler taet ved 90°, s& vinkelsummen er taet ved 270°.

Naturligvis er der forskel pa at befinde sig pa en kuglerund planet eller pa en
planet, der er flad som en pandekage. Men hvad er der galt med vores bevis?
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0. Hvad er matematik?

| beviset tegnede vi en linje gennem C parallel med grundlinjen AB. Matematisk definition:

a) Hvad vil det sige, at linjer er parallelle? Hvordan vil du forklare det? Parallelle linjer

b) Overfor forklaringen til kuglen, hvor laengdegraderne alle skaerer aekvator i en ret
vinkel. Hvad er parallelle linjer pa en kugle?

Nar definitionen pa parallelle linjer i planen ikke kan overfares til kuglen, sa holder
pastanden om, at x og den grenne vinkel er ens, heller ikke pa kuglen. S& her bryder
beviset sammen.

Alle trekanter pa en kugle har en vinkelsum sterre end 180°. Det betyder, at man i
princippet kunne finde ud af, om Jorden er rund, eller den er flad som en pandekage,
ved at tegne en stor trekant og méale vinkelsummen. Er den over 180°, er det en krum
verden, vi lever pa.

|1 1884 skrev den engelske forfatter Abott Abott en forteelling, Flatland, om en kugle-
formet verden, hvorpa der boede todimensionale veesner, vi kan kalde fladlzendere.
Hvis en fladleender rejser vestpé i deres verden, vil han pa et tidspunkt komme tilbage
ostfra, og det er helt ubegribeligt for dem, fordi de hverken kan forestille sig krumme
rum eller rum med mere end to dimensioner. T&enksomme fladleendere, der reesonnerer
sig til, at de i virkeligheden lever i et tredimensionalt rum, bliver erklaeret for kaettere.

Pa hjemmesiden er der en stgrre omtale af Flatland, med henvisninger til netadresser,
med materialer, film, gvelser og oplaeg til et tveerfagligt samarbejde.

Fra Flatland, the Movie
Vi bor i et tredimensionalt rum — eller gor vi? Maske er vi som fladlaenderne, der blot

ikke kan forestille sig en verden i fire dimensioner eller et tredimensionalt krumt rum.
For hvem kan forestille sig et rum, der krummer? Men overvejelserne fra trekanter pa
en kugle kan generaliseres. Hvis vi kunne finde en tilstreekkelig stor trekant i universet
og male vinkelsummen til at veere forskellig fra 180°, s er det et argument for, at vores
rum er krumt. Maske er det endda en del af en starre verden.

I den moderne fysik forestiller man sig faktisk, at vi formentlig lever i et tidimensionalt
rum, hvor de syv ekstra dimensioner blot er sammenkrgllede i sa tynde "ror", at vi

ikke kan sanse dem. Andre forestillinger gar ud p4, at universet i virkeligheden er en
membran, der flyder rundt i et hgjeredimensionalt rum. Det abner mulighed for parallel-
universer, der kan flyde rundt i ganske kort afstand fra vores eget, maske kun et par
meters afstand, uden at vi kan sanse det direkte. Det vil vi vende tilbage til p& A-niveau.
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Det er svaert at forestille sig rum med dimensioner starre end tre. Men det hjeelper med

. analogier:
AN Hvis en tredimensional kugle skeerer igennem et todimensionalt fladland, vil det
opleves som om der opstod et punkt, der udvidede sig til en cirkel, der blev storre og
l storre indtil vi ndede aekvator pa kuglen. Herefter vil cirklen igen traekke sig sammen til

et punkt og forsvinde.

P& samme made vil en firedimensional hyperkugle, der skeerer gennem et tredimensio-
nalt rumland opleves, som om der opstod et punkt, der udvidede sig til en kugle, der
blev sterre og sterre, indtil vi ndede sekvator pa denne hyperkugle. Herefter vil kuglen

igen traekke sig sammen til et punkt og forsvinde.
Skjult
dimension
Overfladen af et tyndt ror er todimensional: | et hvert punkt kan man beveaege sig i to

pa hinanden vinkelrette retninger, fx rundt om reret og langs med raret. Men hvis en
genstand pa reret er meget stor i forhold til rerets omkreds, vil det opleves, som om
T man kun kan bevaege sig langs roeret, der derfor opleves som en endimensional linje.
iﬁggsion I den moderne fysik er selv elementarpartikler gigantiske i forhold til omkredsen af de
sammenkrollede skjulte dimensioner.

a) Hvad er vinkelsummen
i en firkant?
i en femkant?
i en tikant?
i en 23-kant?

b) Kan du opstille en formel, der udregner vinkelsummen i enhver "mangekant”?
En sadan formel mé& indeholde et symbol for antallet af kanter. Vi bruger ofte n til
at betegne et tilfzeldigt helt tal. S& spergsmalet er: Kan du formulere og bevise en
matematisk saetning om summen af vinklerne i en n-kant?

Mangekanter kaldes ogsé polygoner (poly betyder mange og -gon betyder vinkel).
De polygoner, hvor alle vinkler og sider er lige store, kaldes regulaere polygoner.

Matematisk definition:
Regulaere polygoner

a) Hvor store er vinklerne i en reguleer trekant? Vi har et andet ord for en regulaer
trekant — hvilket?

b) Hvor store er vinklerne i en reguleer firkant? Vi har et andet ord for en reguleer
firkant - hvilket?

c) Hvor store er vinklerne i en reguleer femkant?
d) Hvor store er vinklerne i en regulaer sekskant?

Kan du opstille en formel for vinklerne i en regulaer n-kant?
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0. Hvad er matematik?

Et firma producerer fliser, der har form som regulaere polygoner.

a) Hvis man kun ma bruge én type reguleer polygon, hvilke kan vi sa veelge, hvis vi vil
overdaekke et omrade med fliser? —
b) Kan vi lave andre manstre, hvis vi m& kombinere forskellige regulaere polygoner? O

Du kan fx lgse opgaven ved at konstruere en reguleer polygon i et dynamisk geome-
triprogram. Efterfelgende kan denne spejles i en af siderne. P4 denne made kan man
hurtigt og effektivt skabe flisemgnstre. Se illustrationen.

Ved hjeelp af reguleere polygoner kan man lave rumlige figurer, hvor fladerne er ens
regulaere polygoner. Med reguleere firkanter (kvadrater) kan man lave en terning. Med
reguleere trekanter (ligesidede trekanter) kan man lave en ligesidet pyramide. Sddanne

Matematisk definition:
Regulaere polyedre

rumlige figurer kaldes regulaere polyedre (poly betyder mange og —eder betyder flade).

Regulezere polygoner findes der uendeligt mange af. Men regulaere polyedre findes der
faktisk kun 5 af.

Her ses de fem reguleere polyedre frembragt ud fra reguleere polygoner
med samme sidekant. Fra venstre til hgjre ses dodekaedret, terningen,
ikosaedret, tretraedret og oktaedret.

De greeske matematikere opdagede tidligt de fire af de reguleere polyedre,
som de knyttede til de fire elementer, de mente, verden var bygget op af:

e Tetraederet eller den ligesidede pyramide var knyttet til ild.
e Oktaederet, som er en dobbeltpyramide, knyttede de til luft.
® Heksaederet, eller terningen, knyttede de til jord.

¢ [kosaederet knyttede de til vand.

Da man senere opdagede det femte reguleere polyeder, sa man ikke dette som et ar-
gument imod teorien om de 4 elementer. Man opfandt et nyt stof, for at redde teorien:

e Dodekaederet blev knyttet til et femte element, et fint krystallinsk stof, der blev
kaldt kvintessensen, som verdensrummet var bygget op af og som holdt himmel-
legemerne pa deres plads.

Navnene tetra, okta osv. angiver med graeske talord, hvor mange flader polyederet har.
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Logo for American
Mathematical Society
med Platons tekst over
Akademiets indgang.

Den store greeske filosof Platon (427-347 f.v.t.) var meget optaget af matematik.

De fem reguleere polyedre og de fem elementer indgar i et af hans vaerker (dialogen
Timaios), og siden er de blevet kaldt for de platoniske legemer.

De fleste af Platons veerker er skrevet som dialoger, dvs. samtalebager, hvor en af
samtaleparterne ofte er hans leeremester Sokrates (469-399).

Platon oprettede i 387 en slags universitet som han kaldte Akademiet, opkaldt efter
den park, hvor bygningen 1a. Over indgangen havde han ifelge overleveringen skrevet:
Lad ingen komme under mit tag, som ikke er vidende om geometri.

Akademiet eksisterede i ca. 900 ar, men blev lukket i 529 e.v.t. da kristendommen var
blevet statsreligion og al ikkekristen filosofi blev forbudt.

lllustration fra Keplers
Mysterium Cosmogra-
phicum, 1596.

Et hjorne i en terning
Sskeeres op og leegges
fladt. Resultatet er tre
kvadrater, der stoder
sammen i et retvinklet
hjorne.

18

De fem platoniske legemer spillede en stor rolle for den teori om universets indretning,
som astronomen Johannes Kepler udviklede.

Johannes Kepler arbejdede sammen med Tycho Brahe fra 1600 til dennes ded i 1601,
og han var i stand til pa baggrund af Tycho Brahes observationer at foretage praecise
beregninger af planeten Mars' bane om Solen.

Han formulerede tre beromte love om solsystemets indretning. Men han var samtidig

en mystiker, der udviklede mange andre teorier.

Find via hiemmesiden ud af, hvad hans teorier om de fem platoniske legemer gar ud pa.

Satning 2

Der er netop fem regulzere polyedre.

Vi vil nu eftervise, at der kun kan eksistere fem regulaere polyedre, idet vi vil omforme
det geometriske problem til et rent algebraisk problem.

Vi ved fra gvelse 0.9, at vinklerne v i en reguleer polygon med n kanter er givet ved
formlen:
v = (n-2)0180
n

L?d 0Ss nu sige, Iat vi har et regulaiart polye.der, og lad os se Matematisk teknik:
pa et bestemt hjerne — taenk fx pa en terning. Her mades Overszaet til
et antal af de regulaere polygoner, den er lavet af, som symbolsprog

illustreret af tegningen til venstre.

Lad os sige helt generelt, at g af de reguleere polygoner mades i hjgrnet. For hver af
polygonerne er vinklen v.
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0. Hvad er matematik?

Argumenter nu selv for, at g - v ma vaere mindre end 360°. (Du kan fx klippe polyede-
ret op og brede det ud pa en flade, som vi gjorde med terningen).

Det betyder:

q'(n—2’)7.1soo < 360°

hvor mindre end skrives med symbolet < . Vi regner nu videre pa denne ulighed:

q.1=2180° 4440
n
-2
q- (nn ) <2 Divider 180° over pé hgjre side
(n-2) < 2 Divider g over pa hgjre side
n q
n_2 < 2 Opdel i braker
n n gq
1- 2 < 2 Forkort brgken
n q
5 9 2 Omskrivning med brug
*) 1< - + 5 Flyt - over pa hgjre side af de logiske regler.

Tallet n mé& vaere minimum 3, det var jo antal kanter i polygonen.
Tallet g ma veere minimum 3, det var jo antal flader der mgdes i hjernet pa det
regulaere polyeder.

Forelobig konklusion: Et regulaert polyeder skal opfylde (*).

Hvor mange ger det? Lad os nu gennemga, hvilke tal man kan indseette pa n’s og q’s
pladser, s& udtrykket (*) er sandt.

Se igen pé illustrationerne af de regulaere polyedre ovenfor, og noter i en tabel som
nedenstaende, hvilket polyeder kombinationen svarer til:

n q —+—= Polyeder

Konklusion: Der er hgjst fem, der opfylder (*). Og alle fem kan konstrueres. Den sidste
pastand accepterer vi ud fra de faktiske konstruktioner og tegninger. Hermed er sest-
ningen bevist.
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Lord Krishna spiller skak.

Find oplysninger pa nettet om Eulers polyederseetning, og forklar fx ved brug af en
terning og en pyramide, hvad saetningen siger. Den udtaler sig ikke kun om regulaere
polyedre.

Prov at finde andre figurer, og kontroller saetningen. Man kan godt i gymnasiet na frem
til at bevise saetningen.

P& hjemmesiden ligger et projekt om Eulers polyedersastning.

2. Kan vi beregne det?
Om formler, summer og uendelighed

Introduktion: Riskorn pa et skakbraet
Ifolge en klassisk indisk legende forkleedte den indiske gud,
Krishna, sig engang som en hellig vismand og udfordrede en
lokal konge til et spil skak. Kongen, der var en entusiastisk
skakspiller, to gladeligt imod udfordringen, men for spillet skulle
ga i gang, skulle der aftales en pris til vinderen. Kongen spurgte
derfor vismanden, hvad han enskede sig, ifald han vandt. Vis-
manden svarede da, at eftersom han var en hellig mand med fa
materielle behov, var alt, hvad han gnskede sig, nogle riskorn.
Antallet af riskorn skulle fastleegges af skakbraettet selv, idet
han skulle have et riskorn for det forste felt, to for det andet felt,
fire for det tredje felt osv. Dermed blev antallet af riskorn fordoblet hver gang. Kongen
var forundret over vismandens beskedenhed, men vismanden gnskede sig ikke andet,
og spillet gik derfor i gang.

20

a) Ger rede for, at vismanden gnsker sig 2° riskorn pé det tredje felt, 2° riskorn pa det
fierde felt, 2* riskorn pa det femte felt osv.? Vi kalder sddanne tal potenser,
i dette tilfeelde totalspotenser.

b) Hvor mange riskorn gnsker han sig for det ottende felt? Hvor mange gnsker han sig
for hele den forste reekke?

c) Hvor mange gnsker han sig for det sidste felt? Udregn tallet i et vaerktejsprogram,
skriv resultatet ned, og forteel din sidemand (med ord), hvad du har fet. Kender du
noget tal i den storrelsesorden?
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Der er en raekke seerlige potensregneregler, som vi vender tilbage til i kapitel 4,
Eksponentielle vaekstmodeller, men maske kan du allerede nu gennemskue, hvordan
vi ganger potenser af samme tal sammen? Fx disse:

a) 3°.3°
b) 227
c) 10%-10%

Benyt et veerktojsprogram til automatisk at udregne, hvor mange riskorn der ligger

pa de enkelte felter:
felt nr. formel Antal riskorn pa de Kumuleret antal
enkelte felter riskorn
1 1 1 1
2 2 2 3
3 22 4 7
4 23 8

a) Afbild de ferste 10 sammenhgrende vaerdier af forste og tredje kolonne i tabellen i
et koordinatsystem, og forbind punkterne med en graf. Det vi her ser, er et eksempel
pé eksponentiel vaekst.

b) | regnearket kan man ogsé hurtigt finde de kumulerede antal, dvs. det samlede antal
riskorn, for det forste felt, de farste to felter, de forste tre felter osv. Herved finder vi
ogsa den samlede sum fra alle skakbraettets felter.

Hvilken sammenhaeng synes der ifolge regnearket at geelde for de kumulerede antal
riskorn?

Nar vi ser pa regnearket, synes der at gzelde falgende generelle formel:

Satning 3

For ethvert positivt helt tal n gaelder

1+2+22+2%+ ... +2"=2""_1
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Regneregler for
potenser

Grafisk billede
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Matematisk teknik:
Alle tilfeelde vises i
et hug.

22

Skriv formlen ud for nogle sma veerdier af n, og kontroller at formlen er korrekt.

Men selv om formlen ifelge regnearket geelder for felterne pa et skakbreet, er vi s til-
freds med det som argument for, at formlen altid geelder? Kan vi veere sikre pa, at den
fortsat gaelder, uanset hvor mange felter vi tilfgjer til skakbraettet?

Det saerlige i matematik er, at formler og pastande geelder for alle tal, alle trekanter,
alle tilfeelde, der er i spil i den givne situation. Vi kan jo ikke afpreve uendeligt mange
tilfeelde. Men i matematik klarer vi alle tilfeelde i ét hug ved hjeelp af et matematisk
bevis, hvor vi argumenterer helt generelt for formlen eller pastanden.

Der kan veere mange forskellige beviser for den samme péstand, og grunden til, at
man ofte er interesseret i at finde eller undersoge flere beviser for den samme ting, er
at hvert bevis kan saette nye tanker i gang om andre formler eller andre metoder.

Vi giver herunder to beviser for pastanden.

1. Bevis for stning 3: Geometrisk bevis
Vi kigger pa et langt tyndt rektangel, som vi deler op ved skridt for skridt at halvere det
(tegn gerne med i dit dynamiske geometriprogram).

v

v

Hvis vi méler lz&engden med det mindste delestykke som enhed, far delestykkerne

laengderne:
1,1,2,4,8
mens hele stykket far lzengden 16.

Overvej hvorfor leengden bliver en totalspotens!
Af figuren falger, at der ma geelde

Summen af delestykkernes laeengde = Hele stykkets leengde
Indsaet nu leengderne af de enkelte stykker:

1+1+2+4+8=16
1+2+4+8=16-1
142" +22425=02%—1 Omskriv til potenser
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Det er klart, at s&dan kan vi fortsaette med at halvere stykket n gange, og dermed
finder vi den generelle formel

1+1+2+4+ ... +2m=2"
14+42+4+...+27=2"-1

Hermed er formlen bevist. \/

2. Bevis for sa@tning 3: Algebraisk bevis
Vi ved ikke hvad summen giver, sa vi kalder summen for S:

1) 1+2+42°+2°+..+2"=8

En metode, vi ofte anvender i matematik, er at erstatte noget indviklet med noget - .
. o . Lo . Matematisk teknik:
mere simpelt, fx med taleksempler, og sa overveje, om det i virkeligheden ikke var Erstat noget ind-

en generel metode. viklet med noget
Her kan man fx i stedet for det abstrakte tal n begynde med et taleksempel. mere simpelt.

Skriv fx tallet 6 alle steder, hvor der star n, s& du undgar “prikkerne”, og gennemfer
beviset med n = 6. Vend sa til sidst tilbage og laes beviset med n.

Mange matematiske beviser indeholder et lille trick. Ved at have set en raekke forskel-
lige beviser far man ogsa en reekke forskellige ideer, som maske kan bruges i andre
situationer.
Vi omskriver (1):
1+2+2°+2°+ .. +42"=8
2-(1+2+2°+2°+..+2")=2-S  Gange med 2 pa begge sider
2:142-242-2°42.2°4+ . +42.2"=2-S  Gange ind i parentesen
@) 2+2°42°42°+..+2"=2.5  Anvend potensregel

Vi skriver nu den oprindelige ligning (1) op under den sidste ligning (2) og traekker lig-
ningerne fra hinanden ledvist, hvorved vi ser, at de fleste led gar ud med hinanden:

2 2422423420 42" =2.8

() 14+42+2°42°4..42"=8
-14+2™=28-8
2m1-1=8

Nu har vi to ligninger med S, den sidste samt den oprindelige (1).
Men da venstresiderne i de to ligninger begge er lig med S, méa de veere ens:

14+2+42°+2°+ .. +2"=2""—1

hvilket var den sogte formel. \/

Begge beviser giver med det samme den tanke, at dette nok ikke har noget specielt

Generaliser formler
med tallet 2 at gare. Der ma vaere en generel formel. Det er der ogsa, men formlen

bliver lidt anderledes.
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Denne gang tredjedeler vi et langt tyndt rektangel:

v
v

a) Hvis vi opfatter det sidste og mindste delestykke som enheden, hvilke laengder far
sa delestykkerne?

b) Hvilken lzengde far hele stykket?

c) Af figuren felger nu, at der ma geelde:
Summen af delestykkernes laengde = Hele stykkets laengde
Hvilken sammenhaeng forer det til?

Det er nu klart, at sddan kan vi fortseette med at tredjedele stykket n gange.
d) Hvilken generel formel finder vi herved?

e) Hvordan ser formlen ud, hvis vi i stedet successivt deler linjestykkerne i a lige store
dele?

Vi vender os sd mod det algebraiske bevis.
Lad os sige, at a er et bestemt tal, og vi ensker at udregne summen

(1) 1+a+a’°+a*+..+a" =8
Inspireret af metoden i 2. bevis ovenfor ganger vi nu ikke med 2, men med a pa begge
sider, og bruger potensreglerne:

a-(1+a+a*+a*+..+a"=a-S

a+a’+a*+a*+..+a""=a-S

Vi skriver nu den oprindelige ligning (1) op under den sidste ligning (2) og traekker fra,
hvorved vi ser, at de fleste led gar ud med hinanden:

(2) a+a’+a*+a‘+..+a""=a-S
(1) 1+a+a’+a’+..+a" =8
) -1+a™"=a.S-8

Nu skal vi finde S. Vi omskriver:

-1+a"™"'=a.-8S-8

-1+a"™" =(a-1)-S S seettes uden for parentes
a"-1=(a-1-S Roker rundt pa venstre side

(an+1 _ 1) _ S
@a-1 Divider (a - 1) over pa venstre side
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Nu har vi to ligninger med S, den sidste og den oprindelige (1). Men da venstresiderne
i de to ligninger begge er lig med S ma de vaere ens, og vi har hermed bevist folgende
saetning. Vi skriver normalt braken uden parenteser, men skal vi bruge formlen i prak-
sis, er det vigtigt at huske at saette parenteser.

Saetning 4
For ethvert positivt helt tal n og for ethvert tal a # 1 geelder

1+a+a’+a’+..+a

Hvorfor skriver vi a # 1 i saetning 47
Forklar, hvad der gar galt i beviset, hvis vi ikke har dette krav til a.

a) Vis, at hvis tallet a er lig med 2, giver det formlen i saetning 2.

b) Opskriv selv nogle regnestykker, du kan lgse med saetning 3.

a) Nar tallet a er mindre end 1, sker der noget helt andet.
Udregn summerne S, nér a = §

n Summen S
5

10

30

100 Generaliser formler

b) Kan du ud fra formlen forklare, hvad der sker, nar n bliver meget stor?

c) Hvad bliver felgende sum, hvor ... betyder, at leddene fortsaetter i det uendelige:

111 1Y
T+—+—F+—+. 4+ -] +..
2 4 8 2

Ovelse 20 gav et eksempel pa, at en sum af uendeligt mange tal godt kan blive et
almindeligt lille tal. Vi kan ogséa finde summen af alle tallene 1+ % + i + ; ot G)n +o
ved et geometrisk argument.

Tegn en tallinje, marker tallet O helt til venstre og afseet tallet 1 ca. midt pa tallinjen.
Afsaet nu i forlaengelse af tallet 1 stykker med laengder %, %, %, osv. i rekkefalge.

Anvend din illustration til at forklare, at 1+1+1+1+...+(1) +...=12.
2 4 8 2
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3. Kan vi tro pa det?
Om usikkerhed, tilfaeldighed og sandsynlighed

Introduktion: Da Gallup vandt og opinionsmalingerne blev fadt

| 1936 var der praesidentvalg i USA. Valget stod mellem Demokraternes kandidat, Frank-
lin D. Roosevelt, og Republikanernes kandidat, Alfred Landon. Det var et af de afgaren-
de valg i USA’s historie — hvilken kurs skulle landet folge under den store depression.

| perioden op til valget udarbejdede bladet Literary Digest sin egen opinionsmaling
baseret pa to millioner spergeskemaer, som bladet udsendte til folk ud fra telefonbo-
ger og lister over bilejere. Det havde magasinet gjort ved flere tidligere preesidentvalg,
og de havde for kunnet forudsige valgenes resultat. Denne gang led forudsigelsen, at
Landon ville vinde over Roosevelt.

George Gallup (1901-1984) havde i 1935 stiftet den organisation, hvis navn siden
naermest er blevet et andet ord for meningsmaling. Gallup-organisationen udsendte i
1936 spergeskemaer til 5000 tilfeeldigt valgte personer, og forudséa pa det grundlag, at
Roosevelt ville vinde. Historien viste, at Gallup forudsa korrekt. Dette resultat kom til at
betyde det helt store gennembrud for Gallupinstituttet, og deres metode satte standar-
den for opinionsmalinger.

Hvad gjorde Literary Digest galt, da de udsendte spergeskemaerne i 19367
(Hjeelp: Hvem blev udvalgt, og hvordan var den gkonomiske situation for folk i 19367?).

Gallups store arbejde |14 i at de udarbejdede en metode til at foretage tilfeeldig udveelgel-
se af personer, og derved sikre at disse personer kunne siges at udgere en repraesenta-
tiv stikprove, som rimeligt preecist afspejlede sammensaetningen af hele befolkningen.

a) Gallup har ogsé haft sine store fiaskoer. Ved praesidentvalget i 1948 tog de fuldsteen-
dig fejl. Find information om denne historie og forklar, hvad der gik galt for Gallup.

b) G& ind pa www.gallup.dk og find nogle eksempler pa, hvilke typer af opinions-
malinger som den danske del af organisationen i dag udarbejder.

26

Ask Ann Landers var i mere end 50 ar en bergmt amerikansk brevkasse med faste ru-
brikker i flere aviser og magasiner. Ann Landers, der var et pseudonym for flere forskel-
lige skribenter, stillede ofte sine leesere spargsmal. Saledes blev de kvindelige leesere
engang i 90'erne spurgt: Ville du veere tilfreds, hvis du fik en hensynsfuld behandling
og ingen sex af maendene. Over 90.000 kvinder svarede, og af dem svarede 72 % ja.
Kan vi heraf slutte at 72 % af de amerikanske kvinder har den opfattelse?
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a) Kantinen pa et gymnasium overvejer at ga over til 100 procent gkologi. Det vil blive
lidt dyrere, s& kantinen er ogsé betaenkelig ved, hvordan eleverne vil reagere. Man vil
derfor lave en undersogelse.

Der er 1000 elever pa skolen, og man beslutter at sparge 50 elever. Overvej, hvordan
de kunne udvaelge denne stikprave pa 50 elever.

b) Det viste sig, at 77 procent af de adspurgte bakkede op om omlaegningen til gkologi.
Betyder det, at 770 elever vil bakke op og handle i kantinen som for?
Hvis ikke, hvad betyder det sa?

| statistik kan vi aldrig vide noget med sikkerhed. Gallup forudséa valgresultatet, men
han kunne ikke vide det med sikkerhed. Alligevel var hans forudsigelser betydeligt
mere kvalificerede end dem fra Literary Digest.

For selv om man ikke kan vide, hvad den neeste vil svare, eller hvad det naeste ternin-
gekast vil vise, sa kan vi godt regne pa stikprover og laengere serier af terningekast.
Og her er ikke alle svar lige gode. Vi kan nemlig beregne sandsynligheden for, at en
stikprave opferer sig pa en bestemt made.

Den matematiske statistik med brug af tilfaeldige stikprover er en ret ny videnskab. Den
blev grundlagt og udviklet af den engelske matematiker Ronald A. Fisher (1890-1962),
der i 1920’erne arbejdede med en raekke landbrugsvidenskabelige forsog.

Statistik anvender begreber og metoder fra sandsynlighedsregning. Det er ofte til-
straekkeligt at bygge pa ens intuitive opfattelse af, hvad sandsynlighed er.

Udveelges en elev tilfaeldigt pa et gymnasium med 800 elever, vil alle nok veere enige i,
at sandsynligheden for, at en bestemt elev veelges, er ﬁ.

116 | 1 1

Ved hjeelp af et veerktejsprogram kan man nemt simulere en enkelt serie pa 12 kast 2/1/1515
med en terning. Gentages simuleringen, kan man fa en god fornemmelse af, hvordan i g Z ?
serier p& 12 eller flere terningekast opferer sig. 56| 2| 6
6| 4|44

a) Gennemfor selv en sddan simulering af 20 serier pa 12 kast. | hvor mange af serierne 712 2 | 4
fik du O eller 1 sekser? 8l 5| 4| 4
o . 93|42

b) Tegn et sgjlediagram over antallet af serier med 0, 1, 2, ...12 seksere. 10031515
116 |3 | 5

12| 3 | 1 3

Vi bygger pé vores intuition. Men i sandsynlighedsregning skal man ogsa passe pa
med kun at bruge sin intuition — man kan tage grueligt fejl.
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a) Anna har kastet 12 gange med en terning og ikke faet en eneste sekser. Det er mis-
teenkeligt, siger Anna. Hvad siger du?

b) Anna trostes af sin far, der siger, at det jo trods alt bliver mere og mere sandsynligt,
at hendes naeste slag vil veere en sekser. Hvad siger du til farens trast?

c) Hvad betyder det, nar vi siger, at sandsynligheden for at fa en sekser er %?

d) Anna og Nina beslutter sig til at sl& med to terninger ad gangen, for sa er sandsyn-
ligheden for at f& en sekser ifelge Anna dobbelt s& stor. Med tre terninger ville sand-
synligheden dermed veere tre gange sa stor. Hvad siger du til det regnestykke?

Monty Hall eksperimentet

| et amerikansk tv-show, "Let’s make a deal" fra 70'erne blev udvalgte tilskuere til
showet, der var udklaedt som grensager og frugter, inviteret op pa scenen for at fa
chancen for at gore en fantastisk handel. Tv-veerten Monty Hall kunne tilbyde dem
5000 kr. for noget ligegyldigt, men sa samtidig sperge, om de ikke hellere ville have en
lukket kuvert, han havde i den anden hand. Tilskueren vidste ikke hvad der var i kuver-
ten. Det kunne veere alt fra et billede af en nar til en check pa fx 50.000 kr. Men ideen
var altid at tilskueren blev stillet overfor et valg, der kunne vise sig at veere alle tiders
handel — eller det veerste bras.

Det klassiske Monty Hall-problem er falgende:

Bag tre lukkede dere pa scenen star der tre gevinster,
som man kan vinde. Man skal blot veelge, hvilken der
man vil &bne. Bag den ene der er der en Cadillac.
Bag hver af de andre to star der en sur ged.

Deltageren geetter nu pa en der, fx nr. 3, hvorefter studie-
veaerten Monty Hall, der jo vidste, hvor gederne og bilen
stod, fx ville sige: "Let's see what Carol has behind door number 27"
Sa lukkede Carol der nr. 2 op, og der stod en ged. Herefter fik deltageren mulighed for
at vaelge om, eller fastholde sit valg af der nr. 3.

Du veelger en der. Hvad er sandsynligheden for, at du vaelger den degr, hvor der er en bil?

28

Giv et bud p&, om du far en bedre, en darligere, eller samme sandsynlighed for at vin-
de bilen, hvis du veelger om, nar programvaerten har vist dig geden bag en af derene.
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Monty Hall-problemet har fort til mange ophedede debatter sdvel pa internettet som
blandt professionelle matematikere. | 1991 kom séledes en bergmt amerikansk kvinde,
Marylin vos Savant, der leenge havde verdensrekorden med den hgijest registrerede IK,
ud i et stormvejr, fordi hun svarede *ja” pa falgende leeserbrevsspargsmal om eksperi-
mentet:

”Suppose you’re on a game show, and you’re given the choice of three doors: Behind

one door is a car; behind the others, goats. You pick a door, say No. 3, and the host,

who knows what’s behind the other doors, opens another door, say No. 2, which has a

goat. He then says to you, ‘Do you want to pick door No. 1?’ Is it to your advantage to Marilyn vos Savant:

take the switch?” Verdens mest intel-
ligente kvinde?

Svaret forte til en voldsom polemik. Mange reagerede ved at sige, at kloge mennesker

kan abenbart ogsa tage fejl. Matematisk
teknik:
Vi vil nu simulere spillet, dvs. vi laver en virtuel Simulering

udgave af spillet, hvor vi ser, hvad der sker, hvis
vi ikke vaelger om. Dvs. det er lige meget om
programveerten abner en der. Simulering er et
steerkt redskab i statistik, som vi vender tilbage
til i kapitel 9, Bekreeftende statistik.

| et regneark opretter vi to sgjler "Dit forste gaet”
og "Deren med bilen”, hvor hver veerdi ved hjaelp
af en indbygget tilfaeldighedsgenerator udreg-
nes til et tilfaeldigt tal 1, 2 eller 3, der repraesen-
terer de tre dare, se illustrationen.

"Dit forste geet” er altsa her der nr. 3, mens

"Dgren med bilen” her er nr. 2, dvs. du har ikke Simulering af 100 gaet med optaelling af antal gange, vi vandt og
vundet bilen med dit forste geet. antal gange, vi tabte.

a) Benyt et vaerktoejsprogram til at opbygge den ovenstadende simulering.
Sgjlen med "Vundet?” opbygges med en betinget kommando, der har veerdien "Ja”,
hvis "Dit forste geet” stemmer overens med "Daren med bilen” og ellers vaerdien
"Nej”.
For at tegne sgjlediagrammet opbygges typisk en lille antalstabel, hvor du med en
betinget opteelling finder ud af, hvor mange gange der star "Ja” i sgjlen med *Vun-
det?” osv.

b) Foretag nu en andring i regnearket, sa vi i stedet simulerer 1000 gange.

c) Hvordan stemmer dette med dit svar pa gvelse 0.287?
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Vi gar nu videre med den anden del af Monty Hall-spillet, hvor programveerten hver
gang abner en af de andre dere, hvor han har sikret sig, at der stér en sur ged. Vi folger
nu strategien med at veelge om og skifte til den sidste dor. Vi laver igen en virtuel ud-
gave af spillet og simulerer.

Vi kunne veelge at opbygge et regneark over, hvad der sker i hver af de tre situationer,
hvor vi veelger henholdsvis der 1, der 2 og der 3. Hvis "Dit forste gaet” var der 1, ville
der veere folgende muligheder:

Dit forste geet  Dgren med bilen ~ Programveerten dbner der Du skifter til der
1 1 2 3

1 1 3
1 2 3
1 3 2

win N

Matematisk teknik:
Symmetri-
betragtning

Forklar opbygningen af tabellen.

Vi kan imidlertid gore det lidt enklere ved at anvende en generel teknik i matematik,
som man kalder symmetri-betragtning, og som gar ud pa felgende:

Vi ved ikke pa forhadnd noget om, hvor bilen er, og gaetter tilfaeldigt. Vi vaelger hver
gang om efter samme princip.

Den situation, hvor bilen var bag der nr. 1, vil derfor give samme resultat som den
situation, hvor bilen var bag en af de andre dgre. De tre tilfaelde er symmetriske. Vi kan
derfor antage, at bilen star bag der nr. 1, og valgmulighederne er felgende:

Doren med bilen  Dit forste geet  Programveerten abner der  Du skifter til der
1 1 2 3

1 1 3 2
1 2 3 1
1 3 2 1

30

Forklar opbygningen af tabellen.
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Vi kan nu opbygge et regneark, der simulerer det, at du skifter der, nar du ser, hvilken
der programvaerten abner. Bilen star bag der nr. 1.

a) Opret sgjlen med ”Dit forste geet” med en tilfaeldighedsgenerator, der frembringer et
af tallene 1, 2 eller 3.

Du kommer nu til sgjlen "Programveerten abner deren”.

Ifalge tabellen dbner programveerten en tilfeeldig af derene 2 og 3, hvis du rent faktisk
har gaettet pa 1. Hvis du derimod gaetter pa 2 eller 3, vaelger programvasren den mod-
satte dor.

b) Opret nu denne sgjle med en betinget kommando for, hvad der sker, hvis du har
geettet pa der nr. 1, hvad der sker, hvis du har geettet pa der nr. 2, og hvad der sker,
hvis du har geettet pa der nr. 3.

Den nzeste sgjle hedder: ”Du skifter til der”.
Hvad sker der, hvis du har geettet pa der nr. 1?
Hvad sker der hvis du har geettet pa 2 eller 3?

c) Opret sgjlen "Du skifter der" med en betinget kommando for, hvad der sker, hvis du
har geettet pa der nr. 1, og hvad der sker, hvis du ikke har gaettet pa der nr, 1.

d) Opret sgjlen "Vundet” med en betinget kommando, der tjekker om du skifter til der
nr. 1 (med bilen) eller du skifter til der 2 eller 3 (med gederne).

e) Tilfgj til sidst en antalstabel og et sgjlediagram som i gvelse 0.30.
Seet antallet af simuleringer op til 1000.

f) Er det en fordel for dig at skifte der?
Hvor stor er mon sandsynligheden for,
at du vinder, hvis du konsekvent skifter
dor?

g) Kan du ved hjeelp af andre argumenter
end simulering begrunde den fundne
sandsynlighed for at vinde, hvis du
skifter der?
Her ses resultatet af 10 simuleringer.

Emnet sandsynlighedsregning behandles i bagerne til B- og til A-niveau.

Hvad er matematik? C, Grundbog, e-bog 978 87 7066 549 0 © L&R Uddannelse, Kgbenhavn 31



32

Variabelsammenhaenge og linezere funktioner

1. Graenserforvaekst . ...ttt e,

o k 0DN

6. Oversaettelse mellem repraesentationsformerne for variabelsammenhange. . ..
6.1 Tabeller og grafer — at indsamle data og at skaffe sig overblik ................
6.2 Sprog og formler — at opstille og at tolke formler ... .......... ... ... ... . ...
6.3 Grafer og sprog — at beskrive og at skitseregrafer. . . ........ ... ... ... ...
6.4 Formler og grafer — at tegne grafer og at bestemme en regneforskrift . .........

7. Lineaerregression. ... ...t i it e

8. Linezerefunktioner y=ax +b ......uiiiiiiiiiii i i e
8.1 Grafen for linegere funktioner . ... ... ... .. .
8.2 Regneforskrift for den lineaere funktion. ... ... ... ... . .

9. Notation (isaer for B-og A-niveau). . . . .. .. oottt e e

10, Projekier .. ... e

Starrelser som et lands befolkningstal eller en families elforbrug, der kan beskrives
med talvaerdier, kaldes variable. Et stort omrade af matematikken drejer sig om at
undersgge og beskrive sammenhange mellem variable.

Variabelsammenhange kan vaere givet som tabel, som graf, som formel eller ved en
sproglig beskrivelse. | dette kapitel vil vi underspge disse fire reprasentationsformer,
og hvordan man oversatter fra én form til en anden.

Vi seetter i kapitel 1 sarligt fokus pa de lineaere sammenhange, der i formelsprog
skrives: y = ax + b. | senere kapitler gar vi i dybden med andre variabel-

sammenhange.

Vi begynder med en fortaelling om et fors@g pa at beskrive hele verdens tilstand ved
brug af variabelsammenhange.
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1. Variabelsammenhaenge og linezere funktioner

1. Graenser for vaekst

| 1972 udsendte en gruppe forskere knyttet til det amerikanske universitet MIT en
bog med titlen Graenser for vaekst (engelsk: The Limits to Growth). Det var en rap-
port om klodens tilstand og menneskehedens truede situation. Der har til alle tider
vaeret dommedagspraedikanter, som har forudsagt Jordens snarlige undergang,
men denne rapport var anderledes.

Forskerne havde konstrueret en global model — der siden er blevet forfinet flere
gange — med det formal at undersage fem centrale forlgb af global betydning, som
vist nedenfor. Rapporten har pavirket debatten siden. Magasinet Ingenigren havde
et temanummer om emnet i januar 2009, hvor forskere lavede sammenligninger af
modellens forudsigelser og den faktiske udvikling:

”Som den forste har forskeren Graham Turner fra Commonwealth Scientific and
Industrial Research Institution i Australien sammenlignet den faktiske udvikling
siden udgivelsen af "Graenser for vaekst” med de forskellige scenarier i bogen.
Sammenligningen viser en god overensstemmelse mellem “standard run’-
scenariet fra andenudgaven af bogen fra 1974 (grenne kurver) og den faktiske
udvikling (lilla kurver). | scenariet “comprehensive technology” (rede kurver)
soges baeredygtighedsproblemerne lost kun ved hjeelp af teknologi. | scenariet
“stabilized world” (bla kurver) benyttes savel teknologiske som socialpolitiske
lesninger for at opnéd en form for ligevaegtstilstand.”
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Industrialiseringen og anvendelse af nye teknologier
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Disse fem sektorer er indbyrdes forbundne pa mange mader, sé udviklingen i den ene sektor vil veere
pavirket af udviklingen i alle de andre.

Qvelse 1.1

Beskriv med ord mindst fem eksempler pd, hvordan én sektor er pavirket af andre
sektorer.

Ovelse 1.2

Via hjemmesiden kan man finde yderligere materiale herom fra magasinet Ingenioren.
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1. Variabelsammenhange og linezere funktioner

Arsagen til at rapporten fik en s& enorm betydning og kom til at seette dagsordenen
for diskussionerne om klodens tilstand helt op til i dag, var med forskernes egne ord:
“Fordi vores model er matematisk”. Men forskergruppen bestod bade af matematikere
og af videnskabsmaend fra alle mulige andre fag. Samarbejdet pa tveers af fagene var
ngdvendigt for at svare pa sa komplicerede spargsmal.

Ud fra forskernes viden om indbyrdes sammenhaenge opstillede de diagrammer, som
er gengivet herunder, hvor pilene betyder, at der er en pavirkning.

Tilbagekoblingsprocesser der styrer befolknings- og kapitalvaekst

industriproduktion

"

Population Industrikapital
(samlet antal mennesker) ) (fabrikker og maskiner)

& ©) investering ©)
fodsler/ar dodsfald/ar (ny tilfert kapital)
\ nedskrivning
\ / investeringsrate e _foraelges
frugtbarhed dedelighed eller nedslides/ar)
(forventet levealder) /
gennemsnitlig

levealder for kapital

Den centrale tilbagekoblingsmekanisme i World3-modellen involverer dodsfald og nedskrivning, har tilbojelighed til at
styrer befolkningstilveeksten og industrikapitalens tilvaekst. virke regulerende pé eksponentiel veekst. Den relative styrke
De to positive tilbagekoblinger, der omfatter fodselstal og af de forskellige tilbagekoblinger afhaenger af mange andre
investeringsrater, genererer eksponentiel vaekstadfeerd i faktorer i systemet.

befolkning og kapital. De to negative tilbagekoblinger, der

| deres egne videnskabelige arbejdspapirer anvendte forskerne en seerlig teknik (kaldet
system dynamics forkortet SD) og et saerligt symbolsprog, som netop var udviklet pa
MIT, og som var baggrunden for, at projektet blev placeret pa dette universitet.

Denne SD-teknik behandles pa A-niveau under emnet: differentialligninger.

Ud fra en sproglig formulering af sammenhange mellem de enkelte delelementer op-
stillede de diagrammer som det felgende over foadevareproduktionen.
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Med udgangspunkt i tabeller over sammenhgrende veerdier for faktorer som forure-
ning og fadselsrater, kornproduktion og fosfatressourcer osv., lavede de grafer og
opstillede formler for de indbyrdes sammenhaenge. Disse er lagt dbent frem og giver
andre forskere muligheder for at efterprove og kritisere. Endelig havde de faet adgang
til computere, der kunne gennemfere de meget komplicerede beregninger og lave
prognoser for, hvordan de fem forlgb vil veere under forskellige forudsaetninger. Disse
prognoser udarbejdes som grafiske forleb og raekker frem til ar 2100.

Den forste korsel skulle illustrere det indbyrdes forleb af de fem sektorer, hvis vi intet
foretager os, men fortsaetter med at producere og leve som hidtil.
Séadanne prognoser lavet under bestemte forudsaetninger kaldes for scenarier, og

processen kaldes for en simulering.

Nedenfor ses resultatet af to forskellige karsler af simuleringen, nemlig Scenario 1 og
Scenario 9 med forfatternes egne kommentarer.
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Figur b Fgdevareproduktion
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1. Variabelsammenhaenge og linezere funktioner
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Scenario 1:

Verdenssamfundet fortseetter sin historiske udvikling sa
leenge som muligt uden storre aendringer af strategier.
Befolkningstallet og industriproduktionen vokser, indtil
en kombination af begreensninger i miljo- og naturres-
sourcer eliminerer kapitalsektorens evne til at klare
investeringerne. Industrikapitalen begynder at forringes
hurtigere, end nyinvestering kan genoprette den.
Efterhanden som den falder, sker der ogsé en nedgang
i produktion af fadevarer og i bevillinger til sundhedsvee-
senet, sa den forventede levealder falder, og dodelighe-
den stiger.
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Scenario 9: Verden satter sig i 1995 stabile befolkningstal og stabil industriproduktion som mal

Hvis verdensbefolkningen seetter bade en onsket fami-
liestorrelse med to bern og en bevidst deempet industri-
produktion pr. individ som mal, kan den opretholde en
materiel levestandard, der er 50 % hgjere end verdens-
gennemsnittet i 1990, i neesten 50 ar. Forureningen fort-
seetter imidlertid med at vokse og udseaetter landbrugs-
jorden for belastning. Fedevareproduktionen pr. individ
falder og saenker efterhanden den forventede levealder
og befolkningstallet.

Verdens tilstand

Ressourcer

Industriproduktion

\ Fodevarer
|

Population

Forurening

1900 2000 2100

Qvelse 1.3

a) Der er ikke afsat enheder pa den lodrette akse (2. aksen). Hvad kan forklaringen
veere pa det?

b) Veelg to af kurverne ud i hvert af de to scenarier. Beskriv det grafiske forleb med
ord som voksende, aftagende, maksimum og minimum.

c) Forklar sammenhaengen mellem forlgbet af de to kurver, du har valgt ud.

Qvelse 1.4

Simuleringen foretages for perioden fra 1900 til 2100. Tallene fra de ferste ca. 100 ar
kender man jo. Hvad kan veere forklaringen pa, at de starter i 1900 og ikke i 19707
Eller at de i den opdaterede rapport ikke starter i 1990?

Qvelse 1.5

Via hjemmesiden kan man komme ind til en (engelsk) preesentation af The Limits to
Growth, samt af kritikken og debatten herom. Endvidere er der henvisninger til hjem-
mesider, hvor man selv kan prove at simulere.
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1. Variabelsammenhaenge og linezere funktioner

2. Variable

Nar vi skal give en matematisk beskrivelse af et feenomen, anvender vi begreber, der
kan gives talveerdier, dvs. de har en starrelse, der kan méales. Sddanne begreber kaldes
numeriske variable, eller blot: variable. Eksempler pa variable kan veere: befolkningstal-
let, kornproduktionen eller oliereserverne.

Det ligger i ordet variabel, at det ikke er en konstant talvaerdi, men at denne kan varie-
re. For omkring 400 ar siden begyndte man at indfere symboler for de variable. Fgr den
tid havde man talt om det med ord og kaldt en variabel for "tingen” eller lignende. Med
indforelse af symboler blev det lettere at opstille og behandle ligninger. | matematik
bruger vi nogle af de sidste bogstaver i alfabetet, x, y og z som symboler for de varia-
ble. Men vi falger ogséa andre fags traditioner, sa tiden betegnes ofte med t, temperatur
betegnes T, tryk betegnes P, hastighed betegnes v osv. Der er ikke faste regler. | store
modeller med flere hundrede variable giver man dem leengere navne. | matematiske
veerktejsprogrammer indferer man p4 samme made de symboler, man synes er mest
hensigtsmeessige — det kan vaere, tiden blot betegnes tid, befolkningstal betegnes bef,
temperatur betegnes temp, en vinkel A betegnes va osv.

Det er imidlertid ikke s& meget starrelsen af befolkningstallet, men mere hvordan dette
udvikler sig med tiden, eller under pévirkning af andre faktorer, vi interesserer os for.
Det samme med de andre variable. Vi er interesserede i sammenhaengen mellem varia-
blene. Er der fx en sammenheaeng mellem fodselsrater og udviklingen i befolkningstallet
pa den ene side og det gennemsnitlige indkomstniveau p& den anden?

Nar vi fx opdeler de samlede ressourcer i reserverne af olie, kul, tin, fosfat, krom osv.,
kalder vi af og til dette for en opdeling i kategoriske variable (dvs. inddeling i forskellige
kategorier). Det vil normalt vaere meningslost at laagge maengden af tin og maengden af
fosfat sammen. P4 samme made opdeles befolkningstallet efter lande, efter aldersgrup-
per, efter ken osv. Inddelingen i aldersgrupperne: 0-15, 16-25, 26-40, 41-65, 66-100 er
en inddeling i kategoriske variable. Variable, der antager talveerdier, kaldes som omtalt
numeriske variable. | kapitlerne om statistik gor vi udstrakt brug af betegnelserne kate-
goriske og numeriske variable.

For hvert faznomen er der naturligvis en lang raekke forskellige ting, der kan indgé i en
beskrivelse af det pageeldende. Tager vi for meget med, bliver det uoverskueligt. Tager
vi for lidt med, kan vi ikke bruge beskrivelsen til noget. | den forfinede model, der an-
vendes i den opdaterede rapport fra 1992, Hinsides graenser for vaekst anvendes 225
variable. Modellen kaldes World3. Dette er en model for hele verdens udvikling. Nar
det drejer sig om mere beskedne feenomener, er der ofte kun nogle f& variable i spil
(se fx tabellen i gvelse 1.6).
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Ovelse 1.6
Betragt denne tabel fra Danmarks statistik over udviklingen i gennemsnitsalderen for
nye foreeldre:
Gennemsnitsalder for fedende kvinder og nybagte feedre efter alder og tid
1980 1985 1990 1995 2000 2005

Gnsn.-alder for 1.-gangs-fedende kvinder 24,6 25,5 26,4 27,5 28,1 28,9

Gnsn.-alder for faedre til nyfodte 30,0 30,8 31,4 32,2 32,6 32,9

a) Hvilke variable indgar her, og hvad forteeller tabellen om disse variable?

b) Hvilke sammenheaenge synes der at vaere?

De variable, der anvendes i beskrivelsen af et bestemt faanomen, skal veelges ud fra,
hvad der er i fokus i vores undersggelse. | det folgende praesenteres en raekke situa-
tioner og faenomener, og gvelserne gar ud pa at udpege nogle variable, der méa vaere
centrale i beskrivelsen af det pageeldende, og samtidig overveje, hvilke variabelsam-
menhaenge der kan veere.

Ovelse 1.7

| faget idreet besluttes det at foretage en raekke malinger og undersggelser for at fa en
beskrivelse af, hvor sunde og i hvor god form eleverne er. Undersggelsen gennemfores
for alle 1.g-elever.

a) Som kategoriske variable veelges bl.a. ken (dreng/pige), samt ja/nej til spergsmalet:
Spiser du morgenmad? Hvilke gvrige kategoriske variable kunne vi foresla at under-
sgge?

b) Som numeriske variable veelger man at méle hgjde, veegt, hvilepuls ...
Hvilke gvrige numeriske variable kunne vi veelge at male pa?

c) Hvilke sammenhaenge kunne det veere interessant at undersege?

d) Hvilke variable kunne det veere interessant at sammenligne pa tveers af
klasserne?

Hvad er matematik? C, Grundbog, e-bog 978 87 7066 549 0 © L&R Uddannelse, Kgbenhavn



1. Variabelsammenhaenge og linezere funktioner

Ovelse 1.8

Der indkgbes en masse forskellige stearinlys.

a) Hvad er det centrale, nar det drejer sig om stearinlys?

b) Hvilke kategoriske variable kan vi indfere til at beskrive stearinlysene?
c) Hvilke numeriske variable kan vi indfere?

d) Hvilke veerdier kan de numeriske variable antage?

e) Er der en sammenhaeng mellem nogle af de variable, der er blevet udpeget?

Ovelse 1.9

Man har en reekke ror i to forskellige materialer (plast og metal),
samt af forskellige tykkelser og leengder.

| et eksperiment vil man undersgge, hvilke toner man kan frembrin-
ge ved at sla pa rorets ene ende.

a) Hvilke kategoriske variable indgar i eksperimentet?
b) Hvilke numeriske variable indgar i eksperimentet?

c) Hvilke sammenhaenge findes der mellem disse variable?

Ovelse 1.10

Nar man kerer bil og skal foretage en hurtig opbremsning,
kan man sperge: Hvilken rolle spiller reaktionstid, hastighed
og friktion/gnidning mellem daek og vejbelaegning for brem-
seleengden?

Dette kan undersgges ved hjaelp af en simulering, som kan
hentes via hjemmesiden. Der dbnes for et eksperiment,

hvor man selv kan indstille farten og gnidningskoefficienten
(friktionen) for bremserne, og méale bremseleengde og reak-
tionstid.

Bilen seettes i beveegelse, og man bremser, nar det bliver rodt.

a) Hvilke variable indgar i eksperimentet?

b) Hold én af de variable fast pa en bestemt veerdi, skru op og ned for en af de andre
variable og lav en lille tabel over variabelsammenhangen.

c) Lav et plot af tallene, og beskriv sammenhzengen med ord.

d) Giv ud fra eksperimentet et bud p&, hvad man mon forstar ved begrebet variabel-
kontrol.
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Ovelse 1.1

Pa hjemmesiden kan du gennemfare en simulering af epidemimodeller pd samme
made, som du gjorde ved modellen Graenser for vaekst.

Ovelse 1.12

Vi vil undersage svingningstiden for penduler. Penduler kan have forskellig laengde, og
der kan veere hzengt forskellige lodder pa.

a) Hvilke variable indgar i eksperimentet?
b) Du kan evt. lave et rigtigt eksperiment, gerne i samarbejde med NV eller fysik.

Via hjemmesiden kan du finde en simulering af pendulbevaegelser. Hold én af de
variable fast, skru op og ned for den anden, og udfyld en lille tabel over variabelsam-
menhangen.

c) Lav et plot af tallene, og beskriv sammenhaengen med ord.

Galilei opdagede forst i 1600-tallet lovene for pendulsvingninger og en raekke andre
naturvidenskabelige sammenhaenge. Det omtales naermere i kapitel 5, Potensmodeller.

Ovelse 1.13

Et forskerteam har sat sig for at preve at sammenligne ungdomsliv og ungdomskul-
turer for gymnasieelever i forskellige lande. De vil indhente informationer gennem et
sterre spergeskema.

a) Hvilke kategoriske og hvilke numeriske variable kunne det veere interessant at ind-
fore?

b) Er der blandt disse variable nogle sammenhaenge, det kunne vaere seerligt inter-
essant at undersege?

Qvelse 1.14

Det @konomiske Rad er en uafhaengig institution, der felger og analyserer den gkono-
miske udvikling i Danmark og jaevnligt afleverer rapporter herom til regering og offent-
lighed. De har udviklet en matematisk model efter samme grundlaeggende principper,
som er anvendt i modellen World3, der anvendes af Greenser for vaekst-projektet.
Vismaendenes model hedder SMEC (Simulation Model of the Economic Council), og
den er udviklet med henblik p& at kunne analysere forskellige scenarier afhaengigt af,
hvordan den internationale gkonomi udvikler sig, hvordan danske gkonomiske nggletal
ndrer sig, og hvilke politiske og andre beslutninger, der tages i Danmark.

Pa hjemmesiden er der et link til en beskrivelse af modellen samt en raskke opgaver i
tilknytning dertil.
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SMEC har dannet grundlag for et undervisningsmateriale, der hedder Vismandsspillet,
som kan danne udgangspunkt for et studieretningssamarbejde mellem med matematik
og samfundsfag. Vismandsspillet kan findes via hiemmesiden.

Ovelse 1.15
Betragt en vilkarlig firkant og indfer variable for vinklerne.
a) Hvilke veerdier kan de variable antage?

b) Er der en sammenhaeng mellem de variable?
Brug fx et veerktgjsprogram til at undersege sammenhaengen.

Ovelse 1.16
Betragt en trekant med sideleengdera=50gb =7.
a) Indfer en variabel for den sidste side i trekanten.

b) Hvilke veerdier kan den variable antage?
Brug fx et veerktojsprogram til at undersege
sammenhaengen.

3. Uafhaengig og afhaengig variabel

I mange sammenheenge falder det naturligt at opdele to variable i henholdsvis den
uafhaengige og den afhaengige variabel. Det er fx i de situationer, hvor man kan se,

at eendringer i den ene variabel giver anledning til 2endringer i den anden. Den anden
variabel siges sa at vaere afhaengig af den ferste, som kaldes den uafhaengige variabel.
En sddan sammenhaeng skrives ofte med en pil, fx x — y, dvs. variablen x har indfly-
delse pa variablen y.

Prgven er, om man kan danne en fornuftig saetning som: ”(Variablen y) afhaenger af
(variablen x)”.
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Her er et par eksempler:
« Vi betragter en bestemt afgrade. Udbyttet afhaenger af den tilferte maengde godning.
« Vi betragter en lyskilde. Lysets intensitet afhaenger af afstanden til lyskilden.
« Vi betragter en starre influenzaepidemi. Antal smittede afhaenger af tiden, der er
gaet siden udbruddet.

Ovelse 1.17

Vend tilbage til nogle af gvelserne i afsnit 2. Hvilke par af afheengige og uafhaengige
variable kan du pege pa?
Bemeerk: Der kan godt veere flere typer sammenhaenge i de enkelte ovelser.

Der er ikke altid et objektivt svar pa, hvilken af de to variable der er den afheengige, og
hvilken den uafheengige. Det kan godt skifte afhaengigt af, hvad der er i fokus. Eksem-
pelvis kan tiden vaere begge dele alt efter, hvilken rolle tiden spiller i problemet. Nar
tiden (forstdet som arstal, maneder osv.) indgar som en af de variable, s& er dette ofte
den uafhaengige variable. Men den tid, der skal bruges til at kleekke et seg, haeve et
brad, bringe vand til kogepunktet osv., kan godt vaere den afhaengige variabel.

Nar en variabel y afheenger af en variabel x, siger vi ogsa, at y er en funktion af x, fx:

¢ Den samlede udgift til vand er en funktion af forbruget.

* Antallet af bakterier i en bestemt lille skal er en funktion af tiden.
Nar vi skriver en formel op, som binder x og y sammen, fx y = 4x + 1, sa kaldes reg-
neudtrykket, hvori x indgar, for funktionens regneforskrift (eller blot forskrift). Forskrift
betyder: Gor sadan.

Eksempel: Betegnelsen f(x) (iser for B- og A-niveau)

Man anvender ofte betegnelsen f(x) i stedet for regneforskriften, dvs. i dette tilfeelde
f(x)=4x+1

Skal vi udregne y-veerdien svarende til x = 2, s& skriver vi
f2=4-2+1=9

idet vi erstatter variablen x i regneforskriften med dens talveerdi.

Tilsvarende skriver man ofte formlen for variabelsammenhaengen ganske kort som

y = f(x), n&r man gnsker at fremhasve, at variablen y afhaenger af variablen x. Dette kan
fx veere nyttigt at vide, nar man skal bruge et veerktgjsprogram til at tegne grafer.
Dette uddybes i afsnit 9 i slutningen af kapitlet.
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1. Variabelsammenhange og linezere funktioner

4. Koordinatsystemet

Vi arbejder i matematik og i mange andre fag ustandseligt med koordinatsystemer. Det
er derfor vigtigt, at man uden vanskeligheder kan bevaege sig rundt i koordinatsyste-
mer og uden tgven kan afseette punkter og afleese pa grafer i et koordinatsystem.

Definition: Koordinatsystemets kvadranter 2. kvadrant ) 1. kvadrant
Akserne inddeler naturligt koordinatsystemet i 4 omrader, som kaldes 1., 2., 3., og 4. L (+4) >
kvadrant. Omlobsretningen fra 1. til 4. er mod uret, fra (+,+) over (-,+) og (-,-) til (+,-). 3.kvadrant | 4.kvadrant
(_v_) (+v_)

Tegn et koordinatsystem.
Afseet folgende punkter: P,(2,5), F,(-3,4), F,(-2,-6) og P,(1,-8)

S e y
Aflees pa grafen svarene pa felgende:  Hvilke af falgende punkter ligger pa grafen?
1. Narx=1,sdery= ... 7.(3,-1)
2. Narx=-2,sdery= ... 8.(-1,3)
3. Narx=0,sdery= ... 9.(3,1)
4. Nary=12,erx= ... 10. (-3,-1)
5. Nary=0,erx= ... .
X
6. Nary=4,erx= ... / NG

Praxis: Hvor afsaettes de variable

Nar vi undersgger variabelsammenhasnge i matematik, afsaettes den uafhangige
variabel altid ud af den vandrette 1. akse (x-aksen), og den afhaengige variabel

altid op af den lodrette 2. akse (y-aksen). | andre fag som samfundsfag og fysik,
kan man derimod sagtens komme ud for, at den uafhaengige variabel i stedet
afseettes op ad den lodrette akse.

Pa hjiemmesiden ligger der eksempler fra fysik og samfundsfag som viser, hvordan
man i disse fag af og til afseetter den uafhaengige variabel op ad 2. aksen, og den
afheengige ud ad 1. aksen.
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Praxis: Nogle regler vedrgrende koordinatsystemer

* 1. 0og 2. aksen skaerer hinanden i (0,0). Men ofte vil det vaere uhensigtsmaessigt at
tegne koordinatsystemet, sa (0,0) er med. | sa fald benyttes en koordinatboks, der
viser det relevante udsnit af en graf, og hvor (0,0) ikke behgver veere med.

» Hvis den uafhaengige variabel fx er arstal, vil man afsaette de relevante arstal, fx
fra 1970 til 2020, og maske markere arstallene 1970, 1980, 1990, 2000, 2010 og
2020. | andre sammenhange markeres hvert ar.

« Der skal angives enheder pa akserne.

« Hvis det drejer sig om grafskitser, markeres af og til blot enheden pa hver af de
to akser. Enhederne behgver ikke vaere de samme pa de to akser. Men pa hver
af de to akser skal man anvende samme enhed langs hele aksen.

| ovelse 1.6 s& vi pd sammenhaengen mellem alderen for forstegangsfedende kvinder
og arstallet. Tegn en grafisk fremstilling af dette talmateriale.

SR rEllgRne e GITELEe et Folketal (summariske tal fra folketaellinger)

stilling af udviklingen i befolk- 5.500.000 ——

ningstallet i Danmark. 5.000.000

Hvad er der galt? 4.500.000 7/
4.000.000 /
3.500.000 ,/
3.000.000 /’
2.500.000
2.000.000 //
1.500.000
1.000.000 4]

500.000

N

1769
1840
1850
1901
1921
1940
1960
1972
1976
1980
1984
1988
1992
1996
2000
2004

Tegn grafen for y = 10x + 2 i tre forskellige koordinatsystemer, sa billedet af grafen
bliver svagt voksende, voksende og steerkt voksende.

Find selv en graf i en avis, og overvej, hvorledes man kan manipulere med grafen ved
at anvende forskellige enheder forskellige steder pa akserne, eller ved at zoome ind
eller ud.
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1. Variabelsammenhaenge og linezere funktioner

5. De fire forskellige repraesentationer af
variabelsammenhaenge

| dette afsnit koncentrerer vi os om sammenhaengen mellem to numeriske variable.
Variabelsammenhzenge kan optraede pa fire forskellige former.

Vi kalder de fire forskellige former for tabel, graf, sprog og formel, og vi giver nu ek-
sempler pa de fire former for repreesentationer.

A

S VX

Tabel Graf Sprog Formel

5.1 Tabelform

En variabelsammenhaeng kan optraede i tabelform, hvor en reekke sammenhgrende
veerdier af to variable er stillet overskueligt op i en tabel (af og til kaldet et sildeben).

En elev gennemfarer en test pa en kondicykel, hvor han selv kan regulere belastningen
og samtidig afleese henholdsvis den effekt, han yder og hans puls ved denne effekt.
De to variable er her: effekt (malt i watt) og puls (malt i antal hjerteslag i minuttet).

Tabellen, der preesenterer de sammenhgrende veerdier af de to variable, kan se saledes
ud:

Eksempel med maling af kondital

Effekt 75 100 125 150 175 200

Puls 92 108 120 131 141 154

Styrken ved tabelform er, at vi her har en praecis dokumentation for alle indsamlede
dataveerdier. Svagheden er, at det kan veere sveert at se et monster i dataveerdierne.

5.2 Grafisk form

En variabelsammenhaeng kan optraede i grafisk form, hvor den ene variabels

talveerdier afleeses péa 1. aksen (x-aksen), og den anden variabels talvaerdier af-

leeses pa 2. aksen (y-aksen). | marginen ses forst et eksempel pa et saedvanligt
koordinatsystem med begyndelsespunkt (0,0) derngest et med bokskoordinater,

hvor akserne laegges, sé det giver den bedste visuelle fremstilling af det grafiske
billede, man onsker at praesentere. o
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160

Styrken i den grafiske form er, at den viser sammenhangen mellem de to variable

140

pa en mere dynamisk og overskuelig made, end en tabel gor. Billedet til venstre

120
100

er en grafisk fremstilling af tabelmaterialet fra 5.1. Vi kan ogsa afleese sammenhg-

80

rende veerdier af de variable. Svagheden er, at nuancerne og de praecise data er

60
5

1.000 fuldtidspers.

48

225

250 veek, sa afleesning giver normalt tilneermede vaerdier.

Aviserne er fulde af grafiske fremstillinger, netop

n
o
o

fordi disse giver et hurtigt og dynamisk overblik.

-
J
(&)

Hvis den ene variabel fx er tiden (arstal), giver det

/

et hurtigt overblik over, hvordan noget udvikler sig

-
a
o

125

-
o
o

AN . med tiden.

a
o o

Betragt grafen pa denne figur, hvor de to variable

/]

n
(6]

er tiden og arbejdsloshedstallet i Danmark. Her

2000
2001
2002
2003

Anm.: Bruttoledigheden er ikke opgjort for 2007.

2004

kan man afleese, at arbejdslgshedstallet ndede sit
maksimum i denne periode i 2004, hvor der var ca.

2005
2006
2007
2008
2009
2010
2011

Kilde: AE’s prognose (grundforlab) marts 2010 og Danmarks Statistik. 170.000 arbejdslgse, og derefter faldt arbejdslgs-

— Ledighed
--- Bruttoledighed
X Seneste udvikling

hedstallet frem til 2008, hvor det igen begyndte at
stige. Arbejdslgshedstallets minimum i perioden var
knap 50.000.

5.3 Sproglig form

En variabelsammenhaeng kan optreede i sproglig form, hvor vi med almindeligt sprog
formulerer en viden eller en antagelse om en sammenhaeng mellem to variable.

De fleste betaler fx for elektricitet pa grundlag af deres forbrug. De to variable er her
forbrug og pris. Den sproglige praesentation af variabelsammenhangen kan veere:

| X-kabing Kommune betaler man en fast arlig afgift pa 400 kr. for at veere tilsluttet
elnettet, samt en pris pa 1,75 kr. pr. kWh, man forbruger (kWh: kilowatt-time).

Styrken i den sproglige form er, at vi alle har et feelles sprog, og at vi kommunikerer
med dette med hinanden, med institutioner, gennem medier og mellem fag. Svaghe-
den er at vi sjeeldent kan veere lige sa preecise med den sproglige form som med det
matematiske sprog, og at problemer hurtigt kan blive sa komplekse, at naturligt sprog
ikke slar til. Det er jo derfor man har matematik. Se eksempler pa hiemmesiden.

5.4 Formeludtryk

En sammenhaeng mellem to variable kan fremtraede som en formel, hvor den ene va-
riabel er lig med et regneudtryk, hvori den anden variabel indgar. Formel-udtrykket kan
anvendes til at udregne sammenhgrende vaerdier af de to variable.
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Eksempel: Ligningslgsning og beregning med formeludtryk

For en bestemt kobbertrad kan sammenhangen mellem de to variable, den elektriske
modstand i trdden og trddens temperatur, udtrykkes ved formlen:

y =0,218x + 56

hvor x angiver kobbertradens temperatur (malt i °C, der laeses: "grader Celsius”), og
y er modstanden (malt i Q, der lseses "Ohm”).

Kender man temperaturen, fx x = 30°C, kan modstanden udregnes ved at erstatte
variablen x med veerdien 30, dvs.

y=0,218-30+56 = 6,54 + 56 = 62,54

Konklusion: Nar temperaturen er 30°C er modstanden 62,5 Ohm.
Kender man modstanden, fx y = 65 Ohm, kan temperaturen tilsvarende findes ved at
lose en simpel ligning, idet vi erstatter variablen y med vaerdien 65, dvs.

65=0,218-x + 56
65-56=0,218-x

9=0,218-x
9
—_ =X
0,218
41,284 = x

Konklusion: Modstanden er 65 Ohm, nér temperaturen er 41,3°C.
| kapitel 7, Tal og ligninger, vil vi komme nzermere ind pa reglerne for lgsning af ligninger.

Styrken i formelsproget er, at det ofte afdeekker en dybere sammenhaeng mellem de
variable, end vi umiddelbart kan se af et talmateriale eller en graf. Nar sammenhaengen
er givet i et formelsprog, kan vi forholdsvis let svare pa en lang raekke spgrgsmal, som
vi gav eksempler pa ovenfor. Svagheden er, at vi med den modellering, der forte til
formeludtrykket, har beveeget os fra den virkelige verden ind i matematikkens verden.
Det er et nedvendigt skridt for at kunne lgse problemer matematisk, men det er vigtigt
at huske, at det er en model, som vi veelger at beskrive virkeligheden med.

Ovelse 1.25

Find eksempler fra andre fag eller fra medierne pa hver af de fire repraesentationsformer.
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6. Oversaettelse mellem repraesentations-
formerne for variabelsammenhange

Vi har ofte brug for at kunne oversastte fra én af de fire former for variabelsammen-
haenge til en af de tre andre.

\/; . ]

™~

A
\

Vi vil i det felgende give en reckke eksempler og ovelser pa oversaettelse mellem disse
repreesentationsformer.

6.1 Tabeller og grafer — at indsamle data og at skaffe sig overblik

Tabelveerdier fra den virkelige verden kan ikke altid forventes at folge en simpel mate-
matisk formel. Har man sadanne tabelveerdier, er det normalt en god ide at begynde
med at lave en grafisk fremstilling. Det kan sa veere, at det grafiske billede ligner noget,
vi kender. Det illustrerer vi med et eksempel.

Eksempel: Fra tabel til graf

Nar man gader jorden med kunstgadning, vokser hastudbyttet indtil et vist punkt. Der
er greenser for, hvor stort et udbytte en bestemt afgrede kan give. Og samtidig over-
stiger udgifterne til ekstra kunstgedning det beskedne ekstra udbytte. Det er vigtigt at
kende denne sammenhasng, ndr man skal gade.

For en bestemt kornsort har man gennem forseg fundet felgende sammenheeng:

Kveelstofgadning (kg/ha) 0 20 40 60 80 100 120

Hostudbytte (ton/ha) 1,43 2,31 3,08 395 4,65 490 511

Kilde: Thomas Vils Pedersen: Vaekst, Matematikleererforeningen 2005

Hvad er matematik? C, Grundbog, e-bog 978 87 7066 549 0 © L&R Uddannelse, Kgbenhavn



1. Variabelsammenhaenge og linezere funktioner

For at f& overblik laver vi nu et grafisk billede af disse

data. Vi kunne veelge at forbinde punkterne, men lader T 6
det sté& s&dan. 55 - . .

£ 4 .
| de simpleste tilfaelde ligger punkterne med god tilnaer- § 3
melse pa en ret linje. | s&danne tilfeelde kan vi med en ‘2 5 .
teknik, der hedder regression, bestemme en graf, der til- * 1 I
naermer datapunkterne nogenlunde, og vi kan yderligere 0

0 20 40 60 80 100 120 140

bestemme formlen, der ligger bag denne graf.
Kunstgadning (kg/ha)

Regression er en vigtig teknik, som vi vil mgde mange gange, forste gang i afsnit 7:
Lineeer regression. | dette tilfeelde med hastudbyttet ville vi imidlertid miste hele poin-
ten, hvis vi tilneermede med en enkelt ret linje.

Ovelse 1.26
a) Giv en sproglig beskrivelse af det grafiske forleb, vi ser i eksemplet ovenfor.

b) Hvorfor ikke tilneerme med en ret linje?

Ovelse 1.27
a) Beskriv med ord, hvad tallet 1,43 i tabellen siger om hgstudbyttet.

b) Betragt intervallet fra O til 20 kg kunstgedning. Hvor meget stiger udbyttet med?
Hvor meget stiger udbyttet med pr. kg kunstgedning.

| eksemplet ovenfor med kunstgedning kunne vi godt f& et nogenlunde klart indtryk
af variabelsammenhaengen ud fra tabellen, selv om det grafiske plot hjalp betydeligt.
Det falgende eksempel illustrerer bade tabellernes styrke og deres svagheder. Her er
nemlig ganske sveert at se et monster.

Eksempel: Fra tabel til graf

Hos en forsggsperson males indholdet af insulin i blodet (malt i en enhed, der hedder
pmol/l) i lebet af dagen. Malingerne er angivet i skemaet, hvor t er tiden (malt i minut-
ter). Morgenmaden indtages til tiden t = 0 og frokosten til tiden t = 240.

Tid (min.) -15 30 60 120 180 240 270 300 360 420 480

Insulin (pmol/I) 36 285 1 83 30 22 172 404 213 145 61

Kilde: Thomas Vils Pedersen og Henrik Laurberg Pedersen, Noter til ‘Matematik og databehandling’ ved KVL (Life), 2006.
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Data kopieres ind i et regne-

ark. Malingerne plottes i et =450
koordinatsystem, og vi vaelger & 400 N
g 350
her at forbinde malepunkterne < 300 [\
med rette linjer (se grafen til 3 250 A /B
| 9 £ 500 /\ [\
hajre). 150 /\ /
10—/ \ / ™~
ol A W ~
Den graf, vi har tegnet, giver o—* V7 D—
-50 50 150 250 350 450

nu mulighed for at aflaese en
veerdi for insulinindholdet til
ethvert tidspunkt i perioden. Det er en tilnaermet veerdi, da vi jo ikke kan vide, om insu-
linindholdet folger denne kurve i intervallerne mellem de afsatte datapunkter.

Tiden (minutter)

Nar vi ikke har en bedre viden om, hvordan en udvikling forlgber, forbinder vi normalt
malepunkter med rette linjer, fordi det giver den simpleste antagelse, nemlig at eendrin-
gen pr. tidsenhed er den samme i hele intervallet. Mange programmer har dog ogsa
mulighed for at forbinde datapunkterne med en blad kurve, en sakaldt "spline".

Vi vender tilbage til dette i et projekt under emnet differentialregning.

Qvelse 1.28

Laegen vil normalt vaere interesseret i, hvad patientens eller forsggspersonens gen-
nemsnitlige insulinindhold i blodet er.

a) Se pa tabellens tal og giv et bud p& det gennemsnitlige insulinindhold i tidsrummet
fra 60 til 120.

b) Se pa grafen. Tegnes lodrette linjer i 60 og 120, far vi et trapez. Hvad er arealet af
dette trapez?

c) Hvad er sammenhaengen mellem arealet af trapezet og udregningen af det gennem-
snitlige insulinindhold?

d) Benyt tabellens data til at vise, at det gennemsnitlige indhold af insulin over hele
perioden er ca. 134. Leeg maerke til, at tidsintervallerne ikke er lige lange.

€) Hvilken sammenhaeng er der mellem tallet 134 og det samlede areal under grafen?

| det matematiske omréde, der hedder integralregning, leerer man bl.a. at udregne
arealer afgreenset af mere komplicerede grafer.

En beregning af tabelveerdier og efterfalgende tegning af en graf pa basis heraf kan bi-

drage til at lgse forholdsvis komplicerede problemer. Det illustreres af folgende ovelse,
der demonstrerer styrken i variabelbegrebet.
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Ovelse 1.29

Overvej undervejs, hvordan opgaven skulle vaere lgst uden at indfere variable og uden
brug af et koordinatsystem.

Tag et stykke papir, fx et Ad-papir. Papiret skal foldes til en "kasse” ved at klippe sma
kvadrater af hvert hjgrne som vist pa figuren.

Spergsmalet er: Hvordan foldes kassen, s& rumfanget bliver sterst muligt?

de

A

Det ville veere vanskeligt at svare pa uden at indfere variable. Det ger vi nu med det
delmal at fa udfyldt tabellen nedenfor.

Hoj

Papirets lzenge | og bredde b er faste

mal, som kan méles. Sidelzengden A afskeer | B hgjde | C lengde | D bredde | E rumfang

i de ens kvadrater er den uafheen- 1 0
gige variabel, som vi betegner med
afskeer. Kassens dimensioner er 2 1

fastlagt ved dens hgjde, leengde og
bredde. Rumfanget er endnu en va-
riabel. Vi har nu felgende fem varia- 4 3
ble i spil: afskaeret, hojden, laeengden,
bredden og rumfanget af kassen.

Overvej, hvilke sammenhange der
er mellem de forskellige variable, 7 6
0g benyt disse sammenhaenge til at
udfylde en tabel i et regneark som

det viste. 9 8
Giv derefter et bud pa dimensioner-
ne for den kasse, der far det storste
rumfang, idet tabellen benyttes til at 11 10
fremstille relevante grafer.

10 9

6.2 Sprog og formler — at opstille og at tolke formler

Der er flere, der kan lsese dansk, end der kan leese formler. Nar man skal betale for en
ydelse som fx forbrug af vand, brug af mobiltelefon eller kersel med en taxa, er det
sjeeldent, man far prisen eller regningen praesenteret ved hjeelp af en formel. Af og til
illustreres priserne ved hjeelp af en tabel, men oftest sker det pa en sproglig form som i
folgende eksempel.
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Eksempel: Opstil en formel

Prisen for at kere med et bestemt taxafirma beregnes ud fra et startgebyr pa 25 kr.
plus en km-takst pa 7,50 kr. for hver kert km. Vi vil indfere passende variable og op-
stille en ligning eller en formel, der beskriver sammenhaengen mellem de variable.

Lad x angive antal karte km i kr. og lad y angive prisen. For hver km skal der betales
7,50 kr. For x km skal der derfor betales: 7,5 - x kr. S& er sammenhasngen mellem de to
variable udtrykt som en formel:

y=75-x+25

Ovelse 1.30

Almindelige voksne meend forbraender alkohol med en hastighed af ca. 12 g i timen.
En person har drukket teet og har 100 g alkohol i blodet, da han stopper. Indfer pas-
sende variable, og opstil en ligning for, hvordan maengden af alkohol i blodet afhaen-
ger af antallet af timer, efter at personen stoppede med at drikke.

Eksempel: Proportionalitet

Meget ofte ser man i butikker, at "stykprisen er ...”, eller at "prisen pr. kg er ...”.

Hvis prisen pr. kg aebler er 18,50 kr., sd koster x kilo y = 18,5 - x .

Generelt siger vi, at ndr sammenhzengen mellem de to variable har formen y =a- x,
sd er x og y proportionale med proportionalitetsfaktoren a. Det er et faanomen, man
ogsé ofte mader i fysik.

Vi vender tilbage til dette i kapitel 5, Potensmodeller.

@velse 1.31

Nar et legeme, fx en bil, beveeger sig, sa beerer det en vis maengde beveegelsesenergi
med sig. Karer bilen frontalt ind i et tree eller en mur, udlgses hele denne energi pa én
gang, ofte med dramatiske felger. Hvordan beregner vi den energi?

| fysik lzerer man, at der gzelder folgende: Bevaegelsesenergien er bade proportional
med massen (af bilen) og proportional med kvadratet pa hastigheden.

Indfor passende variable, og opstil en formel for sammenhaengen mellem bevaegelses-
energi, hastighed og masse.

Nar man har en vis erfaring med at opstille ligninger og formler ud fra sproglig be-
skrivelse, sa lzerer man ogsa at "afkode” og tolke sddanne udtryk. En fortolkning vil
normalt indebaere, at man beskriver konstanternes betydning. Det illustreres med det
neeste eksempel.
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1. Variabelsammenhaenge og linezere funktioner

Eksempel: Tolke en formel

Antallet af landbrug i Danmark kan for perioden 1983-1995 med god tilnaermelse be-
skrives ved modellen:

y =-2600x + 98680

hvor y er antallet af landbrug, og x er antal ar efter 1983.

Vi vil undersage, hvad tallene 98680 og -2600 forteeller om udviklingen i antallet af
danske landbrug i perioden 1983-1995.
x er 0i1983. Hvis vi indseetter x = 0 i ligningen, kan vi beregne vaerdien af y i 1983:

y =-2600 - 0 + 98680
y = 98680

Dvs. 98680 er antallet af landbrug i 1983. Vi kalder ofte sddanne tal for startvaerdien
eller begyndelsesveerdien, fordi det er veerdien, nar x = 0.
Nar x = 1, er der géet 1 &r, og arstallet er 1984. y udregnes ved at indseette x = 1:

y =-2600 - 1 + 98680
y = 98680 — 2600 = 96080

Antallet af landbrug er altsa faldet med 2600.

Hvis vi havde udregnet veerdien af y, henholdsvis nar x = 10, dvs. i &r 1993, og nar

x =11, dvs. i &r 1994, ville vi se det samme: Antallet af landbrug faldt fra 1993 til 1994
med 2600.

Vi kan derfor lave falgende konklusion:

| 1983 var der ifalge modellen 98680 landbrug, og antallet er siden faldet med 2600
om aret.

Vi vender tilbage til dette i afsnit 8, Linegere funktioner.

Ovelse 1.32

| en bestemt kommune kan sammenhasngen mellem en families arlige vandforbrug og
udgifterne hertil beskrives ved modellen y = 38x + 450, hvor y angiver udgifterne til
vand (i kr.), og x angiver vandforbruget (i m3).

Hvad forteeller tallene 38 og 450 om udgifterne til vand?

6.3 Grafer og sprog — at beskrive og at skitsere grafer

| Greenser for veekst er det grafiske forlob af det scenario, hvor det antages, at menne-
skeheden har adgang til dobbelt sa store ressourcer, som man kendte i 1990, felgende:
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Scenario 2: Fordoblede ressourcer i forhold til Scenario 1

Hvis vi fordobler den tilgaen-
gelige ressourcemeengde, vi
Forurening forudsatte i Scenario 1, kan in-

Vaistans g Industriproduktion

RS dustrien vokse 20 &r leengere.

Populationen stiger til 9 mia. i
2040. Disse forhgjede niveauer
skaber mere forurening, hvilket

nedseetter jordens ydeevne og
Fodevarer tvinger til meget storre inves-
teringer i landbruget. Efterhdn-
den far den faldende fode-
varemaengde dodeligheden i

befolkningen til at stige.

Population

1900 2000 2100

Vi vil beskrive forlebet af to af kurverne: 1) Ressourcer og 2) Population.
| beskrivelsen anvendes en rackke centrale begreber, der helt generelt anvendes, nar
man skal beskrive et grafisk forlgb.

For begge kurver lgber den uafhaengige variabel, tiden, i intervallet fra 1900 til 2100.
Det interval, den uafheengige variabel lgber i, kalder vi ogsa definitionsmaengden.

Ad 1) Grafen over ressourcerne

Meengden af tilgeengelige ressourcer er aftagende i hele perioden. Faldet pr. &r bliver
sterre og sterre indtil ca. 2040, hvorefter det ser ud til, at faldet over en arraekke er
stabilt. Dette kan ses af, at kurven farst krummer nedad - hvis vi lader en lineal felge
kurven kan vi se, at denne starter med at veere vandret og efterhdnden peger mere og
mere stejlt nedad — og derefter med tilnesermelse er retlinjet. Efter ca. 2060 bliver faldet
pr. &r mindre og mindre — kurven krummer opad - og det kan se ud til, at maengden af
tilgeengelige ressourcer stabiliserer sig. (Det er der naturligvis en ydre forklaring pa:
Industriproduktion og landbrugsproduktion er faldet dramatisk).

Ad 2) Grafen over populationen

Populationen (befolkningstallet) er voksende frem til ca. 2040, hvor befolkningskurven
har et maksimum, hvorefter populationen er aftagende. Det ser ud til, at populationen
nar et minimum omkring ar 2090 og herefter igen vokser svagt. Dette minimum er sta-
digveek hgjere end befolkningstallet i starten af hele perioden. Et sddant minimum, der
ikke er den mindste veerdi i hele perioden, kaldes af og til et lokalt minimum. Ikke alene
befolkningstallet, men ogsé befolkningstilvaeksten pr. ar er stigende i de forste 100 ar.
Dette kan ses af, at kurven krummer opad.

Under emnet differentialregning pa B- og A-niveau, vil vi f& nogle veerktgjer, hvormed
vi mere praecist kan beskrive det grafiske forlab.
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a) Fremstil en liste over de begreber der er anvendt i beskrivelsen ovenfor, og forklar
betydningen af hvert enkelt begreb.

b) Beskriv det grafiske forlgb af de andre tre kurver ved brug af samme begreber, som
er anvendt ovenfor.

Beskriv grafen, der tegnet i gvelse 1.19 med brug af samme begreber, som er anvendt
ovenfor.

Praxis: Monotoniforhold
Nar vi skal angive monotoniforhold for en variabelsammenhang betyder det, at

vi skal beskrive det samlede grafiske forleb med brug af begreberne voksende
og aftagende.

Den sproglige beskrivelses styrke er, at den i kort form fanger noget vaesentligt ved
kurven. Selv om det ogsé er dens svaghed, idet beskrivelsen kun fanger nogle fa over-
ordnede karakteristika, sa er det somme tider tilstreekkeligt til at give et hurtigt visuelt
indtryk, som folgende eksempler kan illustrere.

Eksempel: Afkgling

Efter at have skaenket en kop varm, nybrygget kaffe bliver vi optaget af noget andet, og
kaffen afkeles. Vi vil nu uden et tabelmateriale skitsere en mulig graf, der kan beskrive
afkelingen.

De to variable er kaffens temperatur (malt i grader) og tiden (malt i minutter), der er
géet siden kaffen blev hzeldt op. Temperaturen afhaenger af tiden, sa temperaturen

er den afhaengige variabel, der afsaettes op af 2. aksen, og tiden er den uafthaengige
variabel, der afseettes ud af 1. aksen.

Vi saetter tal pa akserne, svarende til de vaerdier hver af de to variable vil

kunne antage. | sddanne opgaver er det ikke afgerende, hvor hurtigt vi anta-

ger, at kaffen afkgles, men at vi med en grafskitse far fat i det veesentlige.

Vores erfaring med afkoeling af varme ting siger, at temperaturen falder relativt

hurtigt i starten og relativt langsomt, nar det allerede er kolet betydeligt ned.

P& baggrund af disse overvejelser far vi et grafisk forlab som vist her.

Sigtbarheden i vand aftager med dybden. Indfer passende variable, og tegn en
grafskitse, der illustrerer sammenhangen mellem sigtbarhed og vanddybde.
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6.4 Formler og grafer — at tegne grafer og at bestemme en regneforskrift

Udbyttet af en afgrede afhaenger af mange faktorer: jordbund, klima, vand samt tilforte
nezeringsstoffer i form af gedning. Vi vil se pa sammenhaengen mellem udbyttet, som

vi kalder U (malt i ton pr. hektar), og gedningsmeaengden, som vi betegner t (malt i ton
NPK-gedning pr. hektar). Vi ser séledes bort fra de gvrige variable.

Der er erfaring for, at sammenhaengen mellem de to variable kan beskrives ved formlen:

_20t
t+1

) +10

Hvad er de karakteristiske egenskaber ved denne sammenhasng?

Det kan veere svaert umiddelbart at overskue en saddan variabelsammenhaeng. Derfor
er det relevant for forstaelsen af udtrykket at f4 tegnet en graf. Et veerktejsprogram ud-
regner internt en passende tabel over datapunkter og forbinder dem med meget korte
linjestykker, s& grafen fremstar som en blad kurve.

Ovelse 1.36

a) Tegn grafen for udbyttet som funktion af gedningsmaengden. Skift evt. navn pa de
variable, hvis vaerktajsprogrammet kraever det.

b) Beskriv grafens forlgb.

c) | formlen indgér tallet 10. Giv en fortolkning af denne konstant.

Ovelse 1.37 (isar for B- og A-niveau)
Opfelgning pa ovelse 1.29

a) Konstruer en dynamisk model af den udfoldede kasse i et passende geometripro-
gram, og benyt denne til at fastleegge det maksimale rumfang.

b) Overvej, hvordan hgjde, lzengde og bredde afhaenger af afskaeret x, og benyt dette
til at bestemme en regneforskrift for rumfanget V som funktion af afskeeret x.

c) Hvilke veerdier kan x antage? Disse tilladte veerdier kaldes ogsa definitionsmaengden
for x.

d) Spergsmalet er nu omformuleret til et rent matematisk spergsmal: Bestem x, s& V er
storst muligt.

e) Tegn grafen for rumfanget V som funktion af afskeeret x. Benyt denne til at besvare
spargsmalet.

En sadan opgave kaldes en optimeringsopgave, fordi vi skal finde den optimale lgsning
pa et problem. Denne opgavetype vil vi arbejde videre med pa B- og A-niveau.

Hvad er matematik? C, Grundbog, e-bog 978 87 7066 549 0 © L&R Uddannelse, Kgbenhavn



1. Variabelsammenhange og linezere funktioner

Opgaver

Pa hjemmesiden ligger en reekke opgaver, der udbygger og treener det, vi har gennem-
gaet i eksemplerne og evelserne i afsnit 6.

7. Lineaer regression

Nar ammoniumnitrat opleses i vand, falder vandets temperatur. Temperaturen er séle-
des afhaengig af, hvor meget ammoniumnitrat, der oplases. | en forsogsraekke benyt-
tes forskellige maengder ammoniumnitrat, der hver gang opleses i 170 g vand. Vandets
starttemperatur er 22° C. Skemaet viser oplgsningens sluttemperatur.

Oplest mangde ammoniumnitrat (g) 5,4 11,2 243 29,8 381
Oplasningens temperatur (°C) 21,0 16,9 13,6 111 6,0

Kopier tabellen over i et regneark, s du kan arbejde med den.

Lad os betegne maengden af ammoniumnitrat med A og oplgs-

ningens temperatur med T. Til hgjre ses en grafisk fremstilling af T
de fem malepunkter. Det ser ud, som om de ligger nogenlunde °
pa en ret linje. Tegn selv en tilsvarende grafisk fremstilling. 10 °®
[

| stedet for blot at tegne en graf fra malepunkt til malepunkt,
veelger vi at tro p4, at der er en lineser sammenhzeng mellem de
to variable, dvs. at grafen for sammenhgrende vaerdier med til-
naermelse er en ret linje. Virkeligheden er altid noget "grumset” 5

i forhold til teorien, men man kan sige, at det, vi tror p3, er, at

der bag malepunkterne ligger nogle ideelle teoretiske vaerdier, som vi ikke umiddelbart
kan se, men som malepunkterne er en slags genspejling af. De teoretiske veerdier lig-
ger praecist p& en ret linje, men bl.a. pa grund af méaleusikkerhed ligger mélepunkterne
spredt tilfaeldigt rundt omkring den teoretiske linje.

Veerktojsprogrammerne har en indbygget metode til at tegne den linezere graf, der pas-
ser bedst muligt til malepunkterne, samt beregne en regneforskrift for den tilherende
linezere funktion. "Bedst muligt” bygger selvfelgelig pa en vedtagelse om, hvordan vi
maler dette.

Definition: Regressionslinje
Den linje, der passer bedst muligt til givne datapunkter, kaldes regressionslinjen

(af og til tendenslinjen), og vi siger, at linjen er fremkommet ved at lave lineeer re-
gression. Bedst muligt er bestemt ved mindste kvadraters metode, se nedenfor.

Udnyt nu veerktgjsprogrammets muligheder til at udfere lineser regression pa datama-
terialet, og tegn regressionsgrafen.
Ligger grafen tilfredsstillende i forhold til de virkelige malepunkter?
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10+

Pa figuren er afvigelserne mellem datapunkterne og regres-
sionslinjen repraesenteret ved kvadrater.

Summen af kvadraternes areal er et mal for den samlede
afvigelse mellem datapunkterne og regressionslinjen. Re-
gressionslinjen er netop valgt, s& summen af kvadraterne
er mindst mulig. Metoden kaldes derfor mindste kvadraters
metode.

P& A-niveau vil vi under emnet Differentialregning

5

A Foruden grafen kan veerktgjsprogrammet (og de fleste reg-
neark) give formlen eller ligningen for den linezere funktion,

vende tilbage til teorien og historien bag denne der beskriver sammenheaengen. Denne formel er et regne-

mindste kvadraters metode.

Residual

4

Y

udtryk, hvor vi kan beregne veerdien af den ene variabel
ud fra veerdien af den anden, og derfor kaldes sadanne
formler ogsa ofte for regneforskrifter.

Nar veerktojet udregner ligningen for den skra lineaere funktion, hvis graf passer bedst
muligt med malepunkterne, udregner den samtidig et mal for, hvor godt den tilhgrende
graf (regressionslinjen) passer med de oprindelige punkter. Dette mél, som er teet
knyttet til summen af kvadraternes areal, har i matematik symbolet r2 og kaldes ofte
for forklaringsgraden. Tallet r? ligger altid mellem 0 og 1. Matematisk set er det sadan,
at hvis punkterne og den skra linje passer perfekt er r? = 1, og hvis punkerne pa ingen
made kan siges at have tendens til at ligge pa en skré ret linje, sd er r2 = 0. Vi vender
tilbage til dette pa B- og A-niveau.

Bemaerk, at en vandret graf ikke er et udtryk for en linezer sammenhaeng. Hvis grafen
er vandret, eendrer y-veerdien sig jo netop ikke, nar x-veerdien andres. Dvs. der er
ingen sammenhaeng mellem de to variable. Nar man anvender lineger regression, er det
derfor altid for at finde en skra lineser sammenhaeng.

Men selv om tallet r2 er taet pa 1, og regressionslinjen passer godt til punkterne, sa der
er en fin matematisk sammenhaeng, sé kan vi ikke vide med sikkerhed, at der ogsa er
en egentlig drsagssammenhaeng. Sammenhaeng er nemlig normalt et spgrgsmal om
arsagssammenhzeng, og handler vores méalepunkter om noget fra virkeligheden, eller
er de resultat af et eksperiment, sa skal andre fag bidrage til at afgere, om der ogsa er
tale om en &rsagssammenhasng og ikke kun en matematisk sammenhasng.

Et bedre veerktgj til at svare pa, hvor godt modelvaerdi-
erne passer med méledata, er det sakaldte residualplot.
e Et residualplot giver et grafisk billede af residualerne, dvs.
forskellen mellem dataveerdierne og de beregnede model-

60

A veerdier. Vi kan derved f4 et visuelt indtryk af, om forskellen
° mellem model og virkelighed kan tilskrives tilfaeldigheder
eller synes at veere systematisk og dermed udtryk for, at
der er nogle sammenhasnge, vi ikke har styr pa.
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Bestem et residualplot for regressionen i begyndelsen af afsnittet. Dvs. bestem for
hver x-veerdi i tabellen forskellen mellem den tilherende y-veerdi og den beregnede
funktionsveerdi. Plot forskellene (residualerne) som funktion af x, og kommenter
modellen ud fra dette.

Eksempel: Sammenhang mellem storke og fadslen? % 80 | P
Gennem 1960’erne og 1970’erne faldt antallet af storke og antallet af fodsler i E 70 in
Danmark p& en sddan méade, at de to kurver i en kortere periode til en vis grad g 60 }{':/'
matchede hinanden. Men derfor kan vi ikke slutte, at der er en sammenhaeng. < 50

| marginen er vist den "fine" grafiske sammenhaeng. 4010 20 30 40 50
Antal ynglende storkepar

Opgaver
Pa hjemmesiden findes en raekke opgaver om emnet lineaer regression.

8. Lineaere funktioner y=ax +b

Vi skal i dette afsnit se nzermere pa den linezere funktion og dennes karakteristiske
egenskaber. For at gore det, er vi ngdt til at have et preecist sprogbrug.

Definition: Linezer funktion
En variabel y siges at vaere en linezer funktion af en variabel x, hvis der findes tal
a og b, sa vi kan skrive sammenhangen pa formen: y =ax + b

Vi kalder b for konstantleddet (eller begyndelsesveerdien) og a for haeldnings-
koefficienten (eller stigningstallet). Nar vi skriver ax, betyder det altid a - x.

Angiv konstantled og haeldningskoefficient for felgende lineaere funktioner:

1) y=7x+23 2) y=38,9x-12 3) y=0,2x 4) y=-2,2x+0,5
5) y=x-100 6) y=-x+5 7)) y=5 8) y=0

Definition: Grafen for en funktion
Grafen for en funktion, der er givet ved en formel eller en ligning, bestar af alle

de punkter (x,y), der opfylder ligningen.
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At nogle tal opfylder ligningen betyder, at ligningen er sand, nar vi indszetter tallene.
Betragt fx den lineaere funktion y =4x + 7

Punktet (2,15) tilherer grafen, fordi ligningen: 4 - 2 + 7= 15, dvs. 15 = 15, er sand.
Punktet (-3,-6) ligger ikke pa grafen, fordi ligningen 4 - (-3) + 7 = -6, dvs. -5 = -6,
er falsk.

Betragt den linezgere funktion y = -3x + 10
Bestem tre punkter, der tilherer grafen.

Betragt den linezere funktion y =2x -3
a) Hvad er konstantleddet, og hvad er haeldningskoefficienten?

b) Udfyld sildebenet nedenfor.

X 3| -2 | -1 0 1 2 3 4
Y

c) Forklar ud fra sildebenet betydningen af b og a.

d) Afseet punkterne i et koordinatsystem, hvor x afsaettes ud af 1. aksen,
og y op af 2. aksen.

e) Hvad er den grafiske betydning af konstantleddet b?

f) Hvad er den grafiske (geometriske) betydning af haeldningskoefficienten a?

Vi vil her generelt undersgge, hvilken indflydelse a og b har pa grafens forleb
(fx ved hjeelp af skydere i et veerktgjsprogram).

a) Tegn en reekke grafer for linesere sammenhaenge, hvor a holdes fast og b varieres.
Tag fx udgangspunkti y =2x-3
Hvilken betydning har b for grafens forlgb?

b) Tegn tilsvarende en raekke grafer for linesere sammenhaenge, hvor b holdes fast,
og a varieres.
Hvilken betydning har a for grafens forlgb?
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Eksempel: Bevis for a- og b-tallenes betydning

Betragt en lineaer funktion med forskriften y =ax + b

Det preecise argument for konstantleddets og for heeldningskoefficientens egenskab
er felgende:

Konstantleddet b.

Hvis vi indsaetter x = 0 i formlen, far vi

y=a0+b=0+b=>b
Konklusion: b er y-vaerdien, nar x-veerdien er 0.
Heeldningskoefficienten a.
Se pa et vilkarligt punkt pa& grafen med koordinater (x;, y,). Da det ligger pa grafen, geel-
der ifelge definitionen pa en graf y,=a-x,+b

Lad nu x, vokse med 1, dvs. vi gar 1 frem pa x-aksen og nar derved frem til punktet
(X2, ¥»), hvor x, = x, + 1. Den tilsvarende y-veerdi, som vi altsa kalder y,, er derfor givet ved

Y,=a-Xx,+b

Y,=a-(x,+1)+b Viharindsat x, =x, + 1
Y,=a-x;+a-1+b Parentesen er ganget ud
Y,=a-x,+b+a Leddene byttes rundt

De forste to led pa hgjre side genkender vi som hgijre side i ligningen med y;, s& vi ind-
saetter y4 i stedet for disse to led og far:

Y, =y, +a

Konklusion: Nar den uafhaengige variabel x vokser med 1, vokser den afhasngige variabel
y med a.
Bemeerk: Hvis a er et negativt tal, vil y-veerdien aftage nar x-veerdien vokser.

Vi ser yderligere:

Nar x-veerdien vokser med 2, sa vokser y-vaerdien med 2a.

Nar x-veerdien vokser med 3, sa vokser y-veerdien med 3a.

En tilveekst i x-veerdien kaldes ofte Ax, og tilsvarende kaldes en tilvaekst i y-vaerdien Ay.
Nar x-veerdien generelt vokser med Ax, sé vokser y-vaerdien med a- Ax, dvs. Ay = a- Ax.
y-tilvaeksten er altsa proportional med x-tilvaeksten.

Vi sammenfatter dette afsnit i en saetning.

Satning 1
1. Nara er positiv, er y =ax + b en voksende funktion.
Nar x-vaerdien vokser med 1, vokser y-vaerdien med a.
Nar x-veerdien vokser med Ax, sa vokser y-veerdien med a- Ax, dvs. Ay =a- Ax.

. Nar a er negativ, er y =ax + b en aftagende funktion.
Nar x-vaerdien vokser med 1, aftager y-veerdien med a.
Nar x-vaerdien vokser med Ax, sa aftager y-veerdien med a - Ax, dvs. Ay =a- Ax.
3. NaraerO0,er y=ax +b en konstant funktion y = b.
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8.1 Grafen for linezre funktioner

Selv om man kunne synes det ligger i navnet, at grafen for en linezer funktion ma veere
en ret linje, sa skal man passe pa. Tingene far ikke i sig selv nogle egenskaber, bare
ved at vi giver dem nogle bestemte navne. Det er bare et navn, vi har givet bestemte
funktioner, nemlig dem, der kan beskrives ved en ligning af typen y = ax + b.

Men folgende seetning forteeller at navnet linezer funktion er velvalgt.

Satning 2

1. Enhver ret linje, der ikke er lodret, er graf for en lineaer funktion.
2. Grafen for en lineaer funktion er en ret linje, der ikke er lodret.

Bevis (iser for A-niveau)
Beviset ligger pa hijemmesiden.

Man kan anvende saetning 1 til at oversaette fra graf til formel og hurtigt skitsere grafer
ud fra regneforskrifter, nér det drejer sig om linezere funktioner.

a) Bestem en ligning for hver af de lineaere funktioner, der har felgende rette linjer som
grafer:

Ny A B y

L 4o
vx

v
v >

b) Tegn i handen graferne for:

1) y=2x+3 2) y=-x-2 3)y:§x+1
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1. Variabelsammenhaenge og linezere funktioner

8.2 Regneforskrift for den lineare funktion

Hvis der i et koordinatsystem er givet to punkter, bestemmer de en ret linje, og hvis en
sadan ret linje ikke ligger lodret, er den graf for en bestemt linezer funktion y = ax + b.
Regneforskriften for denne linezere funktion ma derfor kunne bestemmes, dvs. vi ma
kunne finde tallene a og b.

Nar en opgave lyder, bestem den linezere funktion, hvis graf gar gennem to givne
punkter, betyder det, at vi skal bestemme de to konstanter a og b og konkludere med
at opskrive formlen y = ax + b, med de to konstanter indsat.

Eksempel: Beregning af forskriften ud fra 2 punkter

Vi vil bestemme forskriften for den lineaere funktion, hvis graf gar gennem punkterne
(3,5) og (8,15) .

+5
Metode 1
Ligningen for den lineaere funktion er y = ax + b. x |3 |8
Forst danner man sig et overblik med en tabel.
y |6 |15
Ud fra tabellen ser vi, at nér x-vaerdien vokser med 5, s& vokser y-veerdien med 10. O
Dvs. 5-a=10 og derfor er a = 2, hvorfor ligningener y=2x+b +5.a

Vi bestemmer b ved at indseette et punkt i ligningen.
Der er frit valg — vi indsaetter i den overste:

15=2-8+b
15=16+0b
15-16=b
b=-1

Konklusion: Den linezere funktion har ligningen: y =2x -1

Metode 2

Punkterne ligger pa grafen og passer derfor ind i ligningen. Vi indszetter de to punkter i
hver sin ligning og far:

15=a-8+b
5=a-3+b

Dette kalder vi for et system af to ligninger med to ubekendte, nemlig a og b.
Hvis vi treekker den nederste ligning fra den averste, kan vi se, at b forsvinder, s& vi
ender med én ligning med én ubekendt:

15-5=8a-3a
10 =5a
a=1_0=2
5
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Nu kan vi indsaette a i en af de to ligninger ovenfor og bestemme b.
Der er frit valg — vi indseetter i den overste:

15=2-8+b
15=16+b
15-16=b
b =-1

Konklusion: Den lineaere funktion har ligningen: y =2x —1.
Havde vi indsat a i den anden ligning, havde vi fdet samme b-vaerdi.

Ofte anvendes det andet punkt som kontrol: Hvis det er den korrekte ligning, sé skal
punktet (3,5), der ligger pa grafen, ogsa opfylde ligningen. Indseet (3,5)i y =2x —1:

5=2-3-1
5=5

Eksempel: Regler for ligningslgsning

| kapitel 7, Tal og ligninger, repeterer vi reglerne for lgsning af ligninger og regning
med symbolske udtryk. | kapitlet findes fx en samlet oversigt over regler for lgsning af
ligninger.

Bestem ligningerne for de linezere funktioner, hvis grafer gar gennem:
1) (0,4) og (20,9) 2) (5,12) og (-11,36) 3) (7,9) og (28,9)
4) (17,68) og (42,218) 5) (-3,7) og (7,-3) 6) (-15,-23) og (0,2)

Bestem en ligning for den lineaere funktion, hvis graf:
a) gar gennem (0,-5) og har stigningstallet a = 4,2.
b) gar gennem (321,467) og har stigningstallet a = —1.

c) gar gennem (—34,0) og har stigningstallet a = 1,5.

66

Med et veerktgjsprogram, kan vi fx bestemme ligningen ved at anvende lineaer regres-
sion pé& de to punkter. Med to punkter vil linjen og regressionslinjen selvfalgelig stem-
me 100 % overens. Hvis linjen er vandret, vil forklaringsgraden r? dog ikke veere define-
ret, hvilket afspejler det forhold, at y-veerdien i dette tilfaelde er uafhaengig af x-vaerdien.
Bestem ligningen ved hjeelp af lineaer regression for et par af opgaverne i gvelse 1.44.
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1. Variabelsammenhange og linezere funktioner

Rette linjer spiller en stor rolle, ogsa som en tilnaermelse til grafer der ikke er lineaere.
Det skyldes, at stort set alt er linezert ”lokalt”, dvs. hvis vi zoomer ind pa en graf, sa
vil den fremtreede mere og mere som en ret linje. Bl.a. derfor er vi interesserede i en
formel for haeldningskoefficienten.

Satning 3
Hvis grafen for den linezere funktion y = ax + b gar gennem punkterne (x4, y;) og

(x5,¥5), kan heeldningskoefficienten beregnes med formlen:

Bevis
Vi gar frem som i eksemplets Metode 2.
Punkterne ligger pa grafen og passer derfor ind i ligningen. Vi indseetter de to punkter i
hver sin ligning og far:
Y,=a-Xx,+b
y,=a-x;+b
Hvis vi traekker den nederste ligning fra den averste, kan vi se, at b forsvinder, s& vi

ender med én ligning med én ubekendt:

Yo—Y,=(a x,+b)—(a-x,+b)

Y,—Y,=a x,+b-a-x,-b Parentesregler

Yo=Y, =a x,—a-x, Reduktion

Yo—Yi=a-(x,—x,) a saettes udenfor parentes
G2=y) ., a isoleres ved at dividere (x, - x,) over
(Xg - X1)

Parenteserne markerer, at hele tallet (y,-y;) divideres med hele tallet (x, — x;). Det skal
vi huske, hvis vi anvender formlen til at udregne a-tallet.

Men hermed er formlen vist, og vi skriver den normalt uden parenteserne, som det er
gjort i saetningen.

Eksempel: Hastighed som hzldningskoefficient

Ved en bevaegelse med konstant hastighed v vil sammenhaengen mellem afstanden 500
s og tiden t veere lineaer, og hastigheden er netop heeldningskoefficienten 400

300

At 20s ] 0 100m  200m  300m  400m  500m 200

. . . 100 At !
Hvis de involverede variable = . . o A ‘

er storrelser med enheder, 5 10 15 20 25 t
bar hzeldningen ogsé anfares

med enheder. Hvis fx straekningen méles i meter og tiden i sekunder, ber hastigheden/

haeldningen derfor som vist angives med enheden m/s.
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1 V/mL
f
X y=f(x)
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Eksempel: Densitet som haldningskoefficient
| et laboratorium vejer man forskellige portioner af en bestemt vaeske. Der laves en
grafisk fremstilling af tabelvaerdierne over sammenhangen mellem veeskens masse m
og dens rumfang V. Sammenheengen er en ligefrem proportionalitet og heeldningen vil
netop angive vaeskens densitet:

p:M: 118 ¢ —079-%

AV 150 mL mL

Hvis de involverede variable er starrelser med enheder, ber haeldningen ogsa anferes

med enheder. Hvis fx massen males i gram og rumfanget i milliliter, bor densiteten/heeld-

ningen derfor angives med enheden g/mL.

Ovelse 1.47

Anvend formlen for a-tallet til at bestemme nogle af haeldningskoefficienterne i gvelse 1.45.

Opgaver
P& hjemmesiden ligger en reekke opgaver om lineaere funktioner.

9. Notation (isaer for B- og A-niveau)

Det er ofte en fordel at kunne huske, hvorfra bestemte y-veerdier stammer. Dette gores
ved at bruge funktionsnotation. | stedet for y skriver man f(x), hvis den uafhaengige
variabel hedder x, eller f(t), hvis den uafhaengige variabel hedder t osv.

Notationen f(x) er en sammentraekning af regneforskriften. Fx kan variabelsammen-
haengen y = x*—1 skrives y = f(x), hvor f(x) er en sammentraekning af x* - 1.
Normalt anvendes bogstaverne midt i alfabetet som f, g og h som navne for funktions-
udtryk. Den linezere funktion y = 3,9x — 12 kan sdledes skrives f(x) = 3,9x — 12.

De folgende to eksempler handler om denne funktion.

Eksempel: udregning af en funktionsveerdi

Opgaven: Bestem y, nér x har veerdien 5, bliver med funktionsbegrebet sa formuleret

saledes: Bestem f(5).

f(5) udregnes pa samme made som y, nemlig saledes:
f(5)=3,9-5-12=19,5-12=7,5

Eksempel: Lgsning af en ligning med f{x)
Opgaven: Bestem x, nar y har veerdien 23, bliver med funktionsbegrebet formuleret sale-
des: Los ligningen f(x) = 283.
Ligningen lgses pa samme made som tidligere, nemlig séledes:
f(x) =23
3,9x-12=23
Vi lgser ligningen, og bestemmer x. Gor det!
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1. Variabelsammenhaenge og linezere funktioner

Pa B- og A-niveau anvendes i vid udstraskning denne made at opskrive funktions-
udtryk pa.

Nogle veerktgjsprogrammer anvender isaer y til at angive den afhaengige variabel,
andre anvender funktionssymboler af typen f(x) og g(t) til at angive vaerdien. Men
ligesom variable kan funktioner sagtens have lzengere navne. Kvadratfunktionen y = x?
kan derfor ogsé skrives som: Kvadrat(x) = x2.

Leeg meerke til, at der er forskel pé en variabel og en funktion.

En variabel er en storrelse, der repraesenterer en veerdi, som kan variere. Variablen an-
gives ved et navn fx masse. Man kan teenke pa en variabel som et kort, hvor navnet star
pé den ene side, og hvor der maske star en vaerdi pa den anden side. Hvis variablen
ikke er tildelt nogen veerdi, kaldes den en symbolsk variabel. | veerktojsprogrammer
tildeler man ofte variable en vaerdi ved hjaelp af kommandoen := (kolon lighedstegn).

Fx kan vi tildele variablen masse veerdien 5 ved at udfere kommandoen masse := 5.

En anden nyttig repreaesentation af variable er skydere, hvor man ved Masse = 7,5

at traekke i skyderen kan zendre variablens vaerdi dynamisk. B B
0. 10.

En funktion derimod angiver sammenhaengen mellem to variable, fx at man skal kva-
drere den ene variabels veerdi for at finde vaerdien for den anden variabel, dvs.:

den afhzengige variabel = (den uafhaengige variabel)?

Kaldes den uafhaengige variabel for x og den afhaengige variabel for y, skrives dette
kort som y = x2. De to ligninger udtrykker det samme.

Ovelse 1.48

Betragt den lineaere funktion: f(x) = 12,9x - 26,1.
a) Bestem funktionsveerdierne f(5), f(20) og f(-10).

b) Las ligningerne: f(x) = 100 og f(x) = -500.

10. Projekter

Pa hjemmesiden ligger en raekke projekter, der knytter sig til kapitel 1.

Pa hjemmesiden ligger yderligere saerlige studieretningskapitler med oplaeg til samar-
bejde mellem studieretningsfagene, samt kapitel 10, Matematik og kultur, med ma-
terialer og projekter, der kan anvendes i et samarbejde med humanistiske fag eller i
selvstaendige forlgb.
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Statistik handler om indsamling af data, bearbejdning af data og fortolkning af data. Vil
man undersgge fx gymnasieelevers kondital eller deres drikkevaner, sker det pa grund-
lag af et indsamlet datamateriale.

| dette kapitel vil vi bearbejde datamaterialer med brug af grafiske vaerktgjer som
prikdiagram, boksplot, histogram og sumkurve, og vi vil fortolke datamaterialet med
anvendelse af de tilhgrende karakteristiske tal som middeltal og kvartilsat, herunder
specielt se pa relationerne mellem middeltal og median. Undervejs diskuteres de en-
kelte metoders styrker og svagheder.

| den internationale litteratur bruger man ofte betegnelsen Explorative Data Analysis,
idet bearbejdningen af data — ikke mindst visuelt — sammenlignes med en opdagelses-

rejse ind i datasattet.

Rejsen begynder med en fortaelling om sygeplejersken Florence Nightingale.
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2. Beskrivende statistik

1. | krig med statistikken som vaben:
Florence Nightingale

| 1800-tallet begyndte man i England systematisk at indsamle data om befolkningen.
Man registrerede fodsler, dodsfald, aegteskaber osv., og brugen af statistik blev hurtigt
en vigtig faktor i socialpolitikken. En af de forste inspektorer i The General Register
Office (oprettet 1836) var statistikeren William Farr, der gjorde meget for at indsamle
data, der kunne belyse, hvilke faktorer der havde indflydelse pa befolkningens sund-
hedstilstand. Farr er bl.a. beremt for sine analyser af koleraepidemien i London i 1853,
men ogsa for sit samarbejde med Florence Nightingale.

Florence Nightingale (1820-1910) var dybt religies, men ogsa et barn af oplysningsti-
den. Hun troede p4, at videnskaben kan hjzelpe os med at forstd komplicerede sam-
menhange, og dermed bidrage til at a&endre verden til det bedre. Hun var en matema-
tisk begavelse med et skarpt blik for de muligheder, som statistikken frembyder. Som
Farr blev hun medlem af The Royal Statistical Society, der var blevet oprettet i 1834,
bl.a. af Thomas Malthus, som vi omtalte i kapitel 1.

Florence Nightingale var samtidig en fremragende retoriker og et politisk talent, der
forstod at presse sine maerkesager igennem. Farr leverede savel data som arbejdskraft
til de statistiske analyser, Florence Nightingale havde brug for, og bad til gengaeld om
hendes hjeelp:

"...In the attempts that are now being made to improve the health of the civil popula-
tion...", for som han skrev til hende: "It has been held that the world is governed by
numbers..., this | know..... Numbers teach us whether the world is well or ill governed."

Foranlediget af Farr kiggede hun pa dedsstati-
stikker og blev rystet over at opdage, at engel-
ske soldater i fredstid havde naesten dobbelt
sa stor sandsynlighed for at de som tilsvarende
civile. Florence Nightingale havde et klart blik
for, hvor steerkt et indtryk en velvalgt grafisk
fremstilling kan give, og hun fremlagde datama-
terialet i et diagram, hun kaldte Lines.

Bemaerk, at relativ dedelighed svarer til antal

dedsfald pr. 1000 unge mezend i den pageel-

dende aldersgruppe.

Samtidig mestrede hun kunsten at formulere sig nadeslost:

"It is just as criminal to have a mortality of 17, 19, and 20 per thousand in the Line, Artil-

lery and Guards in England, when that of Civil life is only 11 per 1000, as it would be to
take 1100 men per annum out upon Salisbury Plain and shoot them."
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Qvelse 2.1

En statistisk praesentation af et datasaet opfattes normalt som klar og nagtern, mens
en digterisk preesentation ville indeholde metaforer og andre elementer, der kunne fa
os til at danne billeder og dermed fortolke forfatterens hensigt.

Beskriv, hvilken nggtern information man kan uddrage af diagrammet Lines.

Er der andre, maske mere digteriske virkemidler, Florence Nightingale har anvendt for
at fa sit budskab ud? (Hvilke ord og hvilke farver anvendes? Undersgg fx betydningen
af ordet Lines).

Florence Nightingale er i historien mest kendt for sit engagement som sygeplejerske
under Krimkrigen. England deltog i Krimkrigen i en koalition af stater, der ville forhindre
Rusland i at udvide sit rige. Florence Nightingale opdagede p& neert hold, hvor elendi-
ge forholdene var pa felthospitalerne. Hun pressede det engelske parlament til at dis-
kutere forholdene ved en hgring, der kunne afdaekke meningslgshederne i de mange
doedsfald, der ikke skyldtes drabene pa slagmarken. De fuldsteendigt hablgse saniteere
forhold og den manglende omsorg og pleje af de tilskadekomne soldater medforte et
urimeligt stort antal dedsfald blandt de indlagte soldater.

Florence Nightingale indferte da en helt ny graftype til at formidle sit budskab, nemlig
en form for cirkeldiagram. Hendes hensigt var, som hun selv skrev:

"... to affect thro’ the Eyes what we may fail to convey to the
brains of the public through their word-proof ears."

De lyserade omrader repraesenter dedsfald som direkte falge
af krigsskader.

De lysebla omrader repraesenterer dedsfald som felge af syg-
domme uden direkte tilknytning til krigen, dedsfald, der kunne
veere undgdet, hvis soldaterne var blevet behandlet ordentligt.

De sorte omrader repraesenterer dedsfald som felge af andre
arsager.

Antallet af dedsfald er proportionalt med starrelsen/arealet af
de pageeldende omrader.

Langt de fleste dodsfald skyldtes derfor forhold, som intet

havde med selve krigen at gore.
Et af de diagrammer, Florence Nightingale an-

vendite til at belyse dedsarsagerne i Krimkrigen.
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Ovelse 2.2
Beskriv diagrammet i ord, idet der seges svar pa folgende spergsmal:

a) Hvor mange sektorer er cirklen opdelt i? Hvordan udvikler dedsfaldene sig i lobet af
krigens forste ar?

b) Hvordan kan man ud fra figuren give et skan over forholdet mellem antal dedsfald
som folge af krigsskader og antal dgdsfald som falge af sygdomme uden tilknytning til
krigen?

c) Hvordan ville diagrammet se ud, hvis det i stedet blev tegnet som et sgjlediagram?

d) Hvordan ville diagrammet se ud, hvis det i stedet blev tegnet som en graf bestéende af
forbundne linjestykker med tiden ud ad fersteaksen og antal dedsfald op ad andenaksen?

Pa hjemmesiden ligger et projekt, som gar dybere ned i Florence Nightingale’s statistik.

Allerede i samtiden opstod myten om Florence Nightingale som den blide,

selvudslettende, selvopofrende sygeplejerske, "The Lady with the Lamp”, der

havde viet sit liv til at lindre smerten hos de syge og ngdstedte. Det var en

myte, hvis betydning Florence Nightingale var fuldstaendig klar over. Myten

blev et af hendes allerstaerkeste kort i kampen mod autoriteterne i parlamen-

tet og heeren. De, der kendte hende pa naert hold, var udmeerket klar over

hendes stélfaste vilje og skarpe evne til at hage sig fast og treenge igennem i

offentligheden. The Lady with the Lamp. London
lllustrated News, 1854. Florence

Florence Nightingale var ikke den forste, der anvendte statistiske diagrammer ~ Nightingale pa inspektion i et felt-

til at belyse sammenhaenge. Men hun var en af de forste, der satte dem ind i hospital under Krimkrigen.

en sammenhaeng, hvor man kunne se konsekvenserne af den made, samfun-

det behandlede sine borgere pa, og det gav et velunderbygget beslutningsgrundlag for at

forbedre forholdene i samfundet. Hun var derfor en tidlig eksponent for betydningen af at

indsamle palidelige data og formidle de tendenser, der 14 i datamaterialet i form af velvalg-

te tabeller, grafer og slagfaerdige formuleringer, nar man ville pavirke samfundsudviklingen.

Ovelse 2.3

Ordet statistik er teet besleegtet med ordet stat, som i nationalstat eller statsmand.
Statistik var oprindeligt en betegnelse for statens indsamling af data til brug for styring
af samfundet, fx folketeellinger. Senere blev den fra 1800-tallet en almen betegnelse for
indsamling og bearbejdning af data.

a) Find pa nettet eller i bager eksempler pa folketeellinger i andre samfund og tidligere
perioder. Fortaeller kilden noget om baggrunden for de pageeldende folketeellinger?

b) Find eksempler pa, hvorledes globale organisationer i dag indsamler data.
Hvilke data er der tale om, og hvad er hensigten med indsamlingerne?
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2. Numeriske variable - beskrivelse af
et datamateriale

2.1 Grafisk prasentation af et numerisk datamateriale — prikdiagram

Nar vi indsamler data ud fra observationer

kon kondital alder hgjde traening
N oige 271 14 151 o fx indhenter svar pa spgrgeskemaer eller
2 pige 474 15 169 a lignende, skelner vi mellem kategoriske og nu-
3 pige 38,3 16 164.5 ia meriske variable. Vi vil i det folgende beskrive,
4 Dpige 391 16 173 nej hvorledes man kan skabe sig overblik over og
5 Dpige 271 16 169 ja preesentere et datamateriale ved at gennemgé
6 pige 49,2 17 1705  ja et storre eksempel. | en 1.g-klasse med 25
7  pige 38,3 16 168 ja elever, der har idreet og matematik i et samar-
8 pige 271 16 172,5 ja bejdsprojekt om sundhed, har man indsamlet
9 Dpige 34,6 16 165 nej en lang reekke data om elevernes sundheds-
10 pige 36,7 16 162 nej tilstand. Tabellen, der gengives her, er kun et
11  pige 34,0 16 163 ja udsnit.
12 pige 29,9 15 174,5 nej
13 pige 28,0 16 166 ja Vi kan se, at tabellen indeholder den katego-
14 dreng 58,7 16 186 ja riske variabel ken (pige eller dreng), og den
15 dreng 375 16 185 nej kategoriske variabel treening (gar du regel-
16 dreng 375 16 185 nej maessigt til treening? Ja eller nej). Endvidere
17 dreng 54,2 16 170 ja indeholder tabellen tre numeriske variable,
18 dreng 479 16 175 ja kondital, alder og hgjde. Her vil vi fokusere pa
19 dreng 514 16 174 ia den numeriske variabel kondital.
20 dreng 35,5 17 173 nej
21 dreng 479 17 177 nej Det kan vaere svaert at & et indtryk af kondital-
22 dreng 617 16 190 a lenes fordeling ud fra tabellen. Derfor foreta-
€98 dreng 56,0 12 e I ges farst en sortering efter sterrelse i stigende
B dreng 855 18 e nej reekkefolge fra det mindste kondital til det
25 dreng 37,5 16 186 nej

storste. Det resulterer i reekkefolgen nedenfor.

271 271 271 28.0 299 34.0 346 355 355 36.7 37.5 375
375 38.3 38.3 391 474 479 479 492 514 542 56.0 58.7 617

Det mindste kondital (minimum) er altsa 27.1, og det sterste kondital (maksimum)

er 61.7. For at fa et visuelt indtryk af fordelingen preesenterer vi derneest dataseettet
grafisk. Da der er tale om en numerisk variabel med talveerdier, kan vi afsaette ob-
servationerne som prikker langs en talakse. Derved fremkommer prikdiagrammet for
fordelingen af kondital:

@

0: Q0 o

(©) (CRCICTC0) 0 o 00 o o -
I I I I I 1

25 30 35 40 45 50 55 60

kondital
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2. Beskrivende statistik

Vi ser da, at observationerne falder i tre grupper: En lille gruppe mellem 25 og 30, en
storre gruppe mellem 34 og 40 og endelig en langstrakt gruppe fra 47 og helt ud til den
maksimale veerdi pa 61.7.

2.2 Sproglig preesentation af niveauet for et datasat — median og middeltal

Prikdiagrammet rummer al den information, der er i datasaettet. Det er mere oversku-
eligt end tabellen, men det er Ikke sé velegnet, hvis vi ensker at give en kort sproglig
beskrivelse af, hvordan det stér til med klassens kondital.

En sadan beskrivelse skal udtrykke noget karakteristisk om, hvilket niveau klassens
kondital er pa. Hvis et enkelt tal skal beskrive niveauet for klassens kondital, s& ber
denne vaerdi afbalancere datasaettet, dvs. i en eller anden forstand bear der ligge lige s&
meget pa den ene side af denne veerdi som pa den anden side. Observationerne skal
altsa ligge symmetrisk omkring den veerdi, der i ét tal kan udtrykke klassens kondital.

Der findes to forskellige karakteristiske tal, der hver pa sin made lever op til dette krav.

Definition: Median og middeltal

Ved medianen for et dataszet forstar vi den midterste observation. Hvis der er et
lige antal observationer udregnes medianen som gennemsnittet af de to midter-

ste observationer.
Ved middeltallet eller gennemsnittet for et datasaet forstar vi det tal m, som ville
give samme samlede sum, hvis alle konditallene blev erstattet af denne veerdi m.

Eksempel: Median og middeltal for et datasaet

Ved at opstille konditallene i reekkefelge ser vi, at den midterste observation er 37.5,
idet der er 12 observationer under medianen og 12 observationer over medianen.

271 271 271 28.0 299 34.0 346 355 355 36.7 375 375

38.3 38.3 391 474 479 479 49.2 514 542 56.0 58.7 61.7

Konklusion: Medianen = den midterste observation = 37.5.

Middeltallet m skal opfylde, at:

25-m=271+---+61.7

271+---+61.7

m=——
25

=40.724

Konklusion: Middeltallet = 40.724.
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Anvender vi prikdiagrammet, far vi falgende grafiske fremstilling:

Medianen
@ @
(%) o0 @)
e ee o o0 o o -
T T T T T - . —
25 30 35 40 45 50 55 60

Kondital

Medianen (gul) splitter datasaettet i to lige store delsaet med 12 observationer (bld) til
venstre for medianen og 12 observationer (rode) til hojre for medianen.

Middeltallet
O (@) O
83 O 0080%83 Cg) O O OO0 O O
T T T - T - T T N e
25 30 35 40 45 50 55 60

Kondital

Middeltallet splitter dataseettet i to ulige store delsset med 16 observationer (bla) til
venstre for middeltallet og 9 observationer (rade) til hajre for middeltallet. Men de 9
observationer ligger leengere vaek fra middeltallet, sa tilsammen veegter de lige s&
meget som de 16 observationer, der ligger til venstre. Vi siger at fordelingen er hgjre-
skaev med en lang hale af observationer til hajre.

Det er disse forholdsvis store kondital, der traekker gennemsnittet i vejret i forhold til
medianen.

Eksempel: Middeltallet som balancepunkt for afstandene (is@r for A-niveau)
Den fglgende udregning kan gennemfares helt tilsvarende for ethvert datasaet.
Ud fra definitionen er middeltallet m bestemt som det tal, der opfylder:

25-m=27,1+27,1+...+ 58,7 +61,7
m+m+..+m=27,1+27,1+...+ 58,7 +61,7

Vi flytter nu alle tal, der er mindre end m, over pa venstre side og parrer dem hver for
sig sammen med et m. Resten af m’erne flyttes over pa hgjre side:

(m=-27,)+(m=-271)+...+(m-39,1) = (47,4 - m)+ (47,9 -m) + ...+ (61,7 - m)
Alle parenteser repraesenterer nu afstanden fra en observation hen til middeltallet.
Ligningen siger, at summen af afstandene fra de observationer, der ligger til venstre for

middeltallet, er lig med summen af afstandene fra de observationer, der ligger til hgjre
for middeltallet.

Da denne udregning kunne gennemfores for ethvert datasaet, er konklusionen generel:
Middeltallet er balancepunktet for afstandene til observationerne.

Hvad er matematik? C, Grundbog, e-bog 978 87 7066 549 0 © L&R Uddannelse, Kgbenhavn



a) Konstruer et datasaet med 4 elementer, hvor minimum er 2, medianen er 4 og
maksimum er 7.
Hvad bliver middeltallet for dette datasast?

b) Konstruer et datasaet med 4 elementer, hvor minimum er 2, middeltallet er 4 og
maksimum er 7.
Hvad bliver medianen for dette datasast?

a) Bestem middeltallet for det folgende dataseet: {1,1,2,5,6}.
b) Bestem afstandene mellem de enkelte data og middeltallet.

c) Kontroller, at middeltallet er balancepunktet for afstandene.

Nogle vaerktajsprogrammer tillader, at man traekker i et datapunkt i prikdiagrammet.
Andre tillader, at man indfgrer en skyder for en af vaerdierne i datasaettet.

a) Fremstil et prikdiagram for konditallet, hvor den maksimale observation kan flyttes
(dynamisk).

b) Tilfej medianen og middeltallet til prikdiagrammet.
1. Traek den maksimale observation tasttere pa resten af observationerne, og be-
skriv, hvad der sker med medianen, henholdsvis middeltallet.
2. Traek nu den maksimale observation i modsat retning, og beskriv igen, hvad der
sker med medianen, henholdsvis middeltallet.
Hvori bestar forskellen pa de to situationer?

Praxis: Om brugen af median eller middeltal til at beskrive niveauet for et dataszet
Hvis observationerne er sammenlignelige eller ligger nogenlunde symmetrisk
med en stor klump af data i midten, vil vi normalt foretreekke middeltallet. Det kan
eksempelvis veere tilfaeldet med malinger af faldtider, temperaturer eller lignende i
et laboratorium.

Hvis observationerne derimod ligger skaevt, vil vi normalt foretreekke medianen.

Det kan eksempelvis veere tilfaeldet, nar der er tale om en indkomstfordeling med
nogle fa meget rige personer og mange fattige personer.

Medianen er mindre pavirkelig over for fejimalinger og atypiske data end middel-
tallet. En enkelt veerdi, der ligger langt udenfor de andre, vil pavirke middeltallet
meget, men ikke pavirke medianen. Vi siger derfor, at medianen er robust.

Hvad er matematik? C, Grundbog, e-bog 978 87 7066 549 0 © L&R Uddannelse, Kgbenhavn
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Bestem median og middeltallet for falgende to datasaet:
a) {1,2,3,4,5,6,7,8,9}
b) {1,2,3,4,5,6,7,100,1000}

Kommenter resultatet.

a) Konstruer et dataseet med 10 tal, hvor det er fornuftigt at bruge middeltallet som mal
for niveauet.

b) Konstruer et dataseaet med 10 tal, hvor det ikke er fornuftigt at bruge middeltallet
som mal for niveauet, og hvor medianen beskriver niveauet bedre.

78

En klasse skal i forbindelse med et projekt have malt deres hvilepuls. Der er 6 drenge i
klassen. Drengenes hvilepuls fremgar af felgende dataseet: {65,62,73,58,31,69}.

a) Kommenter dette dataseet, og foresla, hvordan du ville arbejde videre med
rapporten.

b) Hvilken indflydelse har dit forslag pa medianen? Og pa middeltallet?

Eksempel: Fattigdomsbegrebet

Man skelner mellem forskellige slags fattigdomsbegreber. Her vil vi iseer se pa absolut
fattigdom og relativ fattigdom.

Nar man vil definere absolut fattigdom, gar man ud fra en minimumsstandard for ind-
komst, under hvilken man ikke kan deekke de mest fundamentale eksistensbehov.

| FN opererer man fx med graensen ‘en dollar om dagen’ for, hvornar man er fattig i et
uland. Na&r man vil definere relativ fattigdom, ser man i stedet pa, hvor indkomsten lig-
ger i forhold til den typiske indkomst i samfundet.

Den typiske indkomst defineres som medianindkomsten. | OECD definerer man fx fat-
tigdom som en indkomst, der er mindre end 50 % af medianindkomsten. | et samfund
med stor ulighed vil der derfor vaere mange fattige. Her er der tale om social fattigdom,
idet de pageeldende - og ikke mindst deres barn - ligger i fare for at blive udstedt
socialt, eftersom de ikke kan opretholde et typisk livsmanster.
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2. Beskrivende statistik

a) Konstruer et dataseet med 12 indkomster, som du regner med er repraesentative for
borgerne i fx Kebenhavn.

b) Bestem fattigdomsgraensen for det padgeeldende datasaet i henhold til OECD’s fat-
tigdomsdefinition.

Vi ser pa indkomsterne i en bestemt befolkningsgruppe.

a) Hvad sker der med medianen, hvis alle indkomster bliver dobbelt s store? Tre
gange sa store?

b) Formuler en regel for dette i ord. Overseet reglen til en formel, idet der indfgres pas-
sende variable.

c) Hvad sker der med fattigdomsgraensen, hvis alle indkomster (og dermed kebekraf-
ten) bliver dobbelt sa store?

d) Hvad sker der med antallet af fattige, hvis alle indkomster bliver fordoblet?

2.3 Sproglig preesentation af spredningen for et dataszt - variationshredde og
kvartilbredde

Der gar naturligvis megen information tabt, nr man beskriver et helt datasset med én
karakteristisk veerdi, som fx median eller middeltal. Eksempelvis kan vidt forskellige
datasaet have samme median eller samme middeltal.

Bestem middeltallet og medianen for folgende to dataseet:
a) {10,20,20,30,70,80,80,90}
b) {45,45,50,50,50,55,55}

Kommenter resultatet.
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For at give en mere fyldig og nuanceret sproglig beskrivelse af et dataseet indferes
derfor nogle karakteristiske tal, der beskriver spredningen af datasaettet.

Definition: Mal for spredning

Ved variationsbredden for et datasaet forstas tallet: maksimum — minimum
Ved dataseettets 1. kvartil Q, (eller den nedre kvartil) forstds medianen for den
del af dataseettet, der ligger til venstre for medianen.

Ved dataseettets 3. kvartil Q, (eller den ovre kvartil) forstds medianen for den
del af datasaettet, der ligger til hgjre for medianen.
Ved kvartilbredden for et dataszet forstas tallet: Q, - Q,

Medianen kaldes af og til for 2. kvartil og betegnes m eller Q,. Talsaettet bestédende af
1., 2., og 3. kvartil kaldes for kvartilsaettet.

Eksempel: Kvartilsattet for et datasaet

| vores eksempel med kondital er der 25 elever. Vi skal bestemme nedre og ovre kvartil
og splitter datasaettet i to halvdele, nemlig dem, der géar forud for medianen, og dem
der folger efter medianen:

271 271 271 28.0 299 34.0 346 355 355 36.7 375 375

38.3 38.3 391 474 479 479 49.2 514 542 56.0 58.7 617

Der er derfor 12 observationer i hver halvdel. Den nedre kvartil er medianen for den
halvdel af tallene, der er mindre end medianen, og den gvre kvartil er medianen for den
halvdel af tallene, der er storre end medianen. Da vi her har et lige antal observationer,
bliver disse to tal udregnet som gennemsnit af de midterste veerdier:

271 271 271 28.0 29.9 34.0 34.6 35,5 355 36.7 375 375

L

38.3 38.3 391 474 479 479 49.2 51.4 542 56.0 58.7 617

Den nedre kvartil er altsd 34.3 og den gvre kvartil er 48.55.
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2. Beskrivende statistik

Vi inddrager igen prikdiagrammet og afsaetter kvartilsaettet. Af og til betegnes maksi-
mum og minimum som 0. kvartil og 4. kvartil, og disse tal har vi ogsa markeret:

Minimum = Median = Maksimum =
0. kvartil 1. kvartil 2. kvartil 3. kvartil 4. kvartil
@)
Y N
T T T T - T T T e
25 30 35 40 45 50 55 60 Kondital

Dataseettet er hermed opdelt i fire delsaet. Hvert delsaet indeholder mindst % af ob-
servationerne, dvs. mindst 6 observationer, idet nogle indeholder flere, fordi nogle af
observationerne ligger prascist pd graensen mellem to omrader og derfor teelles med
begge steder. Den nederste fierdedel af malingerne indeholder saledes 6 observatio-
ner, den naeste fierdedel af malingerne indeholder 7 observationer, den neeste fierdedel
indeholder hele 9 observationer, mens den gverste indeholder 6 observationer.

Bemeerkning: Den ovenstaende opdeling af dataseettet i to lige store halvdele beror
pa en konvention. Vi kunne ogsa have valgt at teelle medianen med i begge halvdele.
Forskellige vaerktajsprogrammer bruger forskellige konventioner omkring definitionen
af forste og tredje kvartil.

Find ud af, hvilken konvention dit veerktejsprogram anvender ved at bestemme kvartil-
saettet for datasaettene:

{1,2,3,4,5} {1,2,3,4,5,6} {1,2,3,4,5,6,7} {1,2,3,4,5,6,7,8}

Nar vi har fastlagt kvartilerne, vil intervallet fra den nedre kvartil til den gvre kvartil in-
deholde (mindst) halvdelen af dataszettets elementer. P& prikdiagrammet har vi angivet
kvartilbredden, der netop er bredden af dette interval:

1. kvartil Kvartilbredden 3. kvartil
D O
O QO O
Q@ O OO0 O 6 o0 o -
T T — T T T 1
25 30 35 40 45 50 55 60 K .
ondital

| eksemplet med kondital fas séledes:

Kvartilbredde = Q, - Q, = 48,55 - 34,3 = 14,25
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Hvad er forskellen pa definitionen af den ferste kvartil og definitionen pa fattigdoms-
graensen, vi gav i eksemplet ovenfor?

a) Bestem kvartilerne for datasasttet {1, 1, 2, 5, 6}.

b) Hvad bliver kvartilbredden?

a) Konstruer et datasaet med 6 elementer, hvor minimum = 1, nedre kvartil = 2,
median = 5, gvre kvartil = 9 og maksimum = 12.

b) Hvilken vaerdi har middeltallet?

(iser for A-niveau)

Hvor mange elementer ma der mindst ligge i kvartilintervallet [Q,,Q,], hvis et datasaet
indeholder 5 elementer? 6 elementer? 7 elementer? 8 elementer?
Hvilken konklusion vil du drage?

Praxis: Det udvidede kvartilsat eller 5-punkts-opsummeringen

De karakteristiske tal i en sproglig beskrivelse af dataszettet er det udvidede
kvartilseet. | eksemplet med kondital er dette:

minimum = 27,1, forste kvartil = 34,3, median = 37,5, tredje kvartil = 48,55
maksimum = 61,7

Disse tal kaldes ogsa for 5-punkts-opsummering af dataseettet.

Disse statistiske nogletal er en vaesentlig del af den sakaldte enkeltvariabel-
statistik, der er indbygget i mange vaerktgjsprogrammer.

82

Undersgg om dit veerktajsprogram kan udfere enkeltvariabelstatistik og dermed ud-
regne det udvidede kvartilsast og middeltallet pa én gang.

a) Indtast listerne fra ovelse 2.12, og benyt et vaerktejsprogram til at bestemme det
udvidede kvartilseet samt middeltallet.

b) Benyt et veerktejsprogram til at bestemme det udvidede kvartilsaet samt middeltallet
for datasaettet med kondital.

Hvad er matematik? C, Grundbog, e-bog 978 87 7066 549 0 © L&R Uddannelse, Kgbenhavn



Praxis: Om brugen af variationsbredde og kvartilbredde

Hvis data er jeevnt fordelt, er variationsbredden et rimeligt mal for spredningen af

data. Men hvis datamaterialet har tendens til at klumpe sammen i midten, er den
robuste kvartilbredde et bedre bud pa spredningen af data.

2. Beskrivende statistik

2.4 Grafisk prasentation af et numerisk datamateriale — boksplot

Det udvidede kvartilseet kan ogsa anvendes i en saerlig grafisk fremstilling af data-
saettet, som vi kalder boksplot. Et boksplot tegnes ud fra det udvidede kvartilsaet:

Q, Median Q,
Min. Maks.
O
@ (9 Q@ 06 00 O
T T T T T —— e
25 30 35 40 45 50 55 60

Kondital

Boksplottet giver i ét blik en visuel information om savel niveauet for konditallet (re-
praesenteret ved medianen) som konditallets spredning i form af kvartilbredden, som

jo netop er leengden af kvartilboksen ("kassen”). Boksen indeholder altid (mindst)
halvdelen af observationerne.

Det er valgfrit, om boksplottet tegnes lodret eller vandret.

Pa figuren ses et boksplot for en karakterfordeling.

1 2 S 4 5 6 7 8 9 10 11 12 Karakterer
a) Aflees kvartilsaettet, og bestem kvartilbredden.

b) Hvordan ville datasaettet se ud, hvis vi ydermere far oplyst, at der er 8 karakterer i
datasaettet?

Et karaktersaet for en klasse med 17 elever har det udvidede kvartilsaet:
minimum = 02, nedre kvartil = 4, median = 7, gvre kvartil = 10, maksimum = 12

a) Hvad er den mindst mulige veerdi for gennemsnitskarakteren, dvs. middeltallet?

b) Hvad er den sterst mulige veerdi for gennemsnitskarakteren, dvs. middeltallet?

Hvad er matematik? C, Grundbog, e-bog 978 87 7066 549 0 © L&R Uddannelse, Kgbenhavn
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2.5 Sproglig praesentation af formen for en fordeling — symmetri og outliers

Et boksplot kan give et godt fingerpeg om, hvorvidt fordelingen er symmetrisk eller
asymmetrisk. | tilfeeldet med konditallet er det fx tydeligt, at sdvel den hgjre halvdel af
kvartilboksen som den hgjre hale er meget sterre end den venstre halvdel af kvartil-
boksen henholdsvis den venstre hale. Fordelingen er altsa tydeligt heojreskaev.

Billedet er imidlertid ikke altid s& klart. Fx kan den hgjre halvdel af kvartilboksen vaere
sterre end den venstre halvdel, mens den venstre hale maske samtidig er leengere end
den hgjre hale. Man far derfor et bedre mal for fordelingens symmetri eller mangel p&
samme ved at inddrage middelveerdien. Hvis middelvaerdien er stagrre end medianen,
betyder det, at den halvdel af observationerne, der ligger over medianen, vejer tungere
- ligger leengere vaek — end den halvdel af observationerne, der ligger under medianen.
Det giver anledning til felgende:

Definition: Hejreskaev og venstreskaev

En fordeling med en middelveerdi, der ligger tydeligt over medianen, kaldes
hgjreskaev, mens en fordeling med en middelvaerdi, der ligger tydeligt under

medianen, kaldes venstreskaev. Som et mal for skaevheden bruges forskellen
mellem middeltallet og medianen.

Middeltal
Q, Median Q,
Min. Maks.
O
Q@ o é) @ 0 00 O
1 1 1 1 I >
25 30 35 40 45 50 55 60 K .
ondital
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a) Konstruer et datasest pa 9 tal, der er symmetrisk omkring veerdien 5, idet to tal siges
at ligge symmetrisk omkring 5, hvis de ligger lige langt fra 5 pa hver sin side af 5.

b) Hvad bliver medianen henholdsvis middeltallet for dette datasaet? Formuler i ord en
regel for median og middeltal for symmetriske datasaet.

c) Konstruer et datasaet med 6 elementer, der har faelles median og middeltal, men
som ikke er symmetrisk omkring denne faelles vaerdi.
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Styrken ved et boksplot (evt. suppleret med en middelveerdi) er, at det giver en god
oversigt over fordelingen. Svagheden er, at det skjuler mange detaljer, da vi jo ikke kan
se selve observationerne i boksplottet, og derfor ikke kan se, om de fx samler sig i ty-
delige klumper med tydelige huller imellem. Boksplottet fortaeller altsa ikke sd meget
om, hvad der fx foregar inde i kvartilboksen.

Boksplottet giver dog mulighed for at saette et saerligt fokus pa fierntliggende obser-
vationer langt ude i halerne. Hvis observationerne ligger tilstraekkelig langt fra den
centrale boks, skilles de normalt ud som enkeltobservationer. S&danne observationer
betegner vi med det engelske ord outliers (pa dansk: perifere observationer).

Definition: Outliers

Ved outliers forstar vi observationer, som ligger mere end halvanden kvartilbred-

de vaek fra enten ovre eller nedre kvartil (dvs. fra kvartilboksen).

| eksemplet med kondital er outliers observationer, der ligger mindst

1,5 - 14,25 = 21,375 veek fra kvartilboksen, dvs. enten 21,375 under forste kvartil eller
21,375 over tredje kvartil. Det er der imidlertid ingen af observationerne, der gor.

| denne klasse er der derfor ingen outliers (ingen perifere kondital).

Vend tilbage til dataseettet for drengenes hvilepuls i gvelse 2.10, {65,62,73,58,31,69}.
Er observationen 31 en outlier?

Et dataseet har kvartilseettet:

nedre kvartil = 5, median = 8, gvre kvartil = 13.
Hvor lille skal minimumsvaerdien veere, for at den er en outlier? Hvor stor skal den stor-
ste veerdi veaere, for at den er en outlier?

I nogle undersggelser vil man veelge at se bort fra outliers og
vedtage, at sddanne malinger er udtryk for maleusikkerhed eller
deciderede fejl i malingerne. Man skal dog altid veere varsom med
at fierne malinger.

Det klassiske eksempel pa en grov fejltagelse er den manglende

opdagelse af ozonhullet, hvor de alarmerende data blev fjernet

automatisk af satellitten i 1980’erne, fordi de afveg alt for meget fra

det forventede. Halley Ozon mélestation pa Antarktis
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2.6 Anvendelse af boksplot til sammenligning af datasaet

Boksplot har deres store styrke nar vi gnsker at sammenligne forskellige datasaet.

| eksemplet med kondital indgik ogsé den kategoriske variabel: elevens ken. Vi opdeler
nu datasasttet efter piger og drenge og tegner, som vist pa figuren nedenfor, saerskilte
boksplot for hvert kon for at sammenligne dem.

Dreng

Pige

I I I I I I I I >

25 30 35 40 45 50 55 60 kondital

86

a) Tegn selv de to boksplot ved forst at bestemme det udvidede kvartilszet for drenge
og for piger.

b) Bestem middeltallet for henholdsvis drenge og piger.

Boksplottet giver i ét blik et visuelt indtryk af den markante forskel p& konditallene for
piger og drenge.

Praxis: Sproglig beskrivelse af grafisk praesentation

Nar vi skal give en sproglig beskrivelse af denne grafiske praesentation, koncen-
trerer vi os normalt farst om niveauet i de to datasaet. Har vi selv konstrueret
boksplottet, kender vi jo dataszaettet og kan inddrage middeltallet, men er det et
boksplot, vi far forelagt, har vi kun mulighed for at anvende medianen som mal
for niveauet. Dernaest ser vi pa spredningen i datasaettet ud fra kvartilbredden og
halerne, herunder eventuelle outliers. Endelig kan vi se pa formen for fordelingen,
hvor vi kan inddrage symmetri eller mangel pa samme.

Eksempel: Sproglig beskrivelse af en sammenligning af to boksplot

Drengenes niveau ligger et godt stykke over pigernes niveau, idet drengenes median
er 47,9 og pigernes er 34,6.

Faktisk er de to kvartilbokse teet pa at veere helt adskilte. Drengenes kvartilboks ligger
over pigernes median, pigernes kvartilboks ligger under drengenes median, idet dren-
genes nedre kvartil er 37,5, og pigernes ovre kvartil er 38,7.

Det betyder, at mens mindst 75 % af drengene har et kondital pa 37,5 eller mere, har
mindst 75 % af pigerne et kondital pa 38,7 eller mindre.
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2. Beskrivende statistik

Vi ser endvidere, at drengenes boks er noget laengere end pigernes, hvilket betyder, at
drengenes kondital ligger mere spredt end pigernes. Som mal for spredningen kan vi
bruge kvartilbredden, og denne er for drengene: 55,1 — 37,5 = 17,6, mens kvartilbred-
den for pigerne er: 38,7 — 27,55 = 11,15.

Maksimum og minimum for drengene er henholdsvis 61,7 og 35,5. Der er ikke tale om
outliers, da 1,5 - kvartilboredden = 1,5 - 17,6 = 26,4. Sa outliers ville have kondital under
37,5-26,4 =11,1 eller over 551 + 26,4 = 81,5.

For pigerne er maksimum og minimum henholdsvis 49,2 og 27,1, og der er heller ikke
tale om outliers, da vi her har: 1,5 - kvartiloredden = 1,5 - 11,15 = 16,725. Sa outliers
hos pigerne ville vaere kondital under 27,55 - 16,725 = 11,825 og over

38,7 + 16,725 = 55,425.

Vi kan ikke umiddelbart besvare spergsmal om skaevhed uden at kende middeltallet.
Men det ger vi heldigvis i dette tilfaelde.

Vi kan konkludere, at drengenes datasaet er en anelse venstreskaevt, da middeltallet
ligger under medianen, og omvendt for pigerne. Men tallene ligger sd teet, at der ikke
er grundlag for at konkludere noget afgarende om skeevhed.

Drenge Middeltal

Piger Middeltal

I I I I I I I I >

25 30 35 40 45 50 55 60 Kondital
Forklaringen pa de store niveauforskelle er naturligvis, at drenge har en kropsbygning,
som favoriserer et hgjere kondital, s& selv om piger og drenge traener lige meget, vil
drengens kondital som regel ligge et stykke over pigernes.

Foretag en tilsvarende opdeling af talmaterialet efter den kategoriske variable traening.
Sammenlign de to datasaet, der her fremkommer, ved hjzelp af boksplot, og giv en
sproglig konklusion som i eksemplet.
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Boksplot blev forste gang introduceret af den amerikanske statistiker John Tukey i
bogen Exploratory Data Analysis fra 1977. Tukey gik nye veje med sin eksperimente-
rende og meget direkte tilgang til hAndtering af datamaterialer. Et karakteristisk citat,
der viser hans holdning til statistik, er falgende:

"Exploratory data analysis is an attitude, a flexibility, and a reliance on display, NOT a
bundle of techniques, and should be so taught."

Teknikkerne, Tukey indferte, som fx boksplottet, udmaerker sig ved at veere lettilgaenge-
lige, ogséa uden stotte af computer. Men Tukey havde ogsa et klart blik for, at den stadig
sterre maskinkraft og de stadig billigere computere samtidig gav helt nye muligheder
for fx simulering. Det er ogsa Tukey, der er ophavsmand til ord som bit og software.

Pa hjemmesiden kan du laese mere om Tukey.

3. Numeriske variable — beskrivelse af store
datasaet

3.1 Grafisk praesentation af grupperede datasat — histogram

Nar man henter store datamaterialer fx fra Danmarks Statistik, vil de normalt vaere
grupperede, og man har ofte slet ikke adgang til de oprindelige data. Som et eksem-
pel pa behandling af et storre datamateriale ser vi pa folgende tabel fra kriminalitets-
statistikken over aldersfordelingen for de danskere, der i 2001 var ofre for en kriminel
handling:

C?fretsalder 0-9 | 10-19 | 20-29 | 30-39 | 40-49 | 50-59 | 60-69 | 70-79 | 80-
(interval)
Antal

. 419 | 8176 | 10553 | 7175 | 5452 | 4274 | 2475 | 1995 | 1399
(hyppighed)

Intervallerne skal forstas saledes: Er man 19 ar, og blot 1 time fra at fylde 20, placeres
man i intervallet 10-19. Da intervallet gér lige til skaeringspunktet 20, vil vi tillade os at
sige, at intervallets hgjre endepunkt er 20.

Andre gange kan inddelingen veere angivet saledes: 0-10, 10-20, 20-30, ....

Denne inddeling skal forstas p4 samme méade som forklaret ovenfor.

Ofte vil vi fa et bedre overblik over datamaterialet ved at omregne antal til procent.
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2. Beskrivende statistik

Kopier tabellen ind i et regneark.

a) Udnyt regnearkets muligheder til at finde summen 41918:

(?frets gosy 0-9 | 10-19 | 20-29 | 30-39 | 40-49 | 50-59 | 60-69 | 70-79 | 80-

(interval)

it 419 | 8176 | 10553 | 7175 | 5452 | 4274 | 2475 | 1995 | 1399 alt
(hyppighed) 1918

b) Opret en ny raeekke med procent:

Procent

(frekvens) 252 100

Procenttallet 25,2 er fremkommet pé felgende made:

10553 400 = 25,2
41918

c) Udnyt nu regnearkets muligheder til at udfylde den nederste raekke, og kontroller at
summen af procenterne giver 100.

Praxis: Betegnelser vedrgrende grupperede datasaet

Nar vi arbejder med grupperede dataszet, er vi i nogle situationer mest interesse-
rede i hvor mange, der er i hvert interval, dvs. antallet er i fokus. | andre situatio-
ner er vi mest interesserede i den andel, der er i hvert interval, dvs. procentande-
len er i fokus.

Antallet kaldes i andre laerebgger for hyppigheden eller intervalhyppigheden. Pa
engelsk kaldes antal for frequency.

Procentandelen kaldes i andre laerebgger for frekvensen. Pa engelsk kaldes pro-
centandelen for relative frequency.

En anden mulighed er at preesentere dataseettet i form af et histogram, hvor vi opret-
ter en sgjle svarende til antallet af observationer i det pageeldende interval eller til
den procentandel af observationerne, der ligger i intervallet. Intervallerne har typisk
samme bredde. Histogrammets udseende afhaenger meget af, hvordan intervallerne
fastlaegges.
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Praxis: Tegning af et histogram
¢ Et histogram tegnes i et koordinatsystem, hvor datavaerdierne er afsat pa

forste-aksen.
¢ Histogrammet bestar af sgijler, tegnet over hvert af de intervaller, som data-

saettet er grupperet i.

¢ Sgjlens bredde bgr svare til bredden af det underliggende interval.

¢ Intervalbredden skal sa vidt muligt vaere den samme i alle intervaller.

¢ Intervalhgjden repraesenterer antallet af observationer i det pagaeldende inter-
val eller, hvis man regner i procent, andelen af observationer i intervallet.

Vi tegner nu histogrammet for datamaterialet bade ud fra antal og ud fra procent, hvor
forstaksen i begge tilfaelde er inddelt efter ofrets alder med delestreger svarende til
intervalgraenserne 0, 10, 20, ... . Vi vedtager, at gvre greense placeres, s& intervallet far
samme bredde som de gvrige:

Histogram pé basis af antal Histogram pé basis af procent
Antal & Antal }

10000 25%

8000 20%

6000 15%

4000 10%

2000 5%

0

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 Alder

0
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 Alder

Vi ser fx, at ca. en fjerdedel af ofrene tilhgrer aldersgruppen 20-29 &r, som ogsé er den
aldersgruppe, der rummer de fleste ofre.

a) Konstruer selv de to diagrammer.

b) I hvilket interval m& medianen befinde sig?
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2. Beskrivende statistik

| tabellen til hgjre finder du data for herrernes lgbetider Lobetider  Antal

i Copenhagen Marathon 2009. 1 2:00-2:30 5)
, o ) 2 2:30-3:00 215

a) Opstil datamaterialet i en tabel som i gvelse 2.27, 3 3.00-3.30 1399
og udregn procenttallene. 4 3:30-4:00 2648
b) Konstruer histogrammerne for dette grupperede oo elessl e
e 6 4:30-5:00 662

7 5:00-5.30 164

| hvilket interval befinder medianen sig? 8 5:30-6:00 52
9 6:00-6:30 7

Pa hjemmesiden findes et projekt som behandler data- 10 6:30 - 7:00 1

materialet fra Copenhagen Marathon 2009.

3.2 Sken over middeltal for grupperede dataseet

| afsnit 2 ovenfor beskrev vi niveauet for et dataseet ved hjaelp af de to karakteristiske
veerdier, middeltallet og medianen. Det samme ville vi gerne kunne gore med store
dataseet, hvor materialet er preesenteret i form af grupperede observationer.

Da vi ikke kender den eksakte fordeling i eksemplet med kriminalitetsstatistikken, kan
vi ikke lave en praecis udregning. Men vi kan komme med et kvalificeret sken, da vi
trods alt ved en hel del om aldersfordelingen. Et sddant sken bygger pa nogle an-
tagelser.

Nar vi skal danne os et skon over middeltallet for ofrenes alder, vil vi séledes antage,
at alderen for ofrene i en bestemt aldersgruppe, fx gruppen 20-29, er spredt jeevnt ud
over hele intervallet, dvs. de ligger symmetrisk omkring midtpunktet i aldersgruppe-
intervallet, som her er 25. Der er altsd lige s& mange over midtpunktet 25, som der er
under.

Nar vi udregner middeltallet (den gennemsnitlige alder), svarer det samlede bidrag fra
denne aldersgruppe derfor til, at alle havde alderen 25. Tilsvarende med de andre al-
dersgrupper. Bidraget til den samlede sum svarer til, at alle i den forste gruppe havde
alderen 5, i den naeste 15 osv.

For den sidste aldersgruppe har vi et problem, idet der ikke er sat nogen gverste
graense for alderen. Det nemmeste er da at antage, at den spaender over aldersgrup-
pen fra 80 til 90, og at der kun er sa fa ofre over 90, at det ikke har nogen naevneveer-
dig indflydelse pa resultatet.
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Vi finder da fglgende:
den samlede alder for ofrene i 2001 = 5-419 + ... + 85-1399 = 1549510 )]

Ovenfor fandt vi, at det samlede antal ofre var 41918.
Skonnet for middelalderen er derfor:

Densamledealder 1549510
Det samledeantal 41918

~ 37,0 &r (1

Dette skon eendres ikke afgerende, selv om midtpunktet for den sidste uafsluttede
aldersgruppe fx flyttes til 90. Den gennemsnitlige alder for en person, der er udsat for
kriminalitet, er altsa 37 ar.

| antalstabellen erstattes intervallerne med midtpunktet, vi sletter reekken med antal
og tilfgjer en ny raekke, hvor procenterne er omregnet til decimaltal. Sa har vi falgende
tabel over sammenhgrende veerdier for intervalmidtpunkter og procenter:

Interval 5 15 25 35 45 55 65 76 85 ialt
midtpunkt
Procent

1,0 195 252 171 13,0 102 59 48 33 100
(frekvens)

Procent som

. 0,01 0,20 0,25 0,7 0,3 0,0 0,06 0,05 0,03 1
decimaltal

a) Udnyt regnearkets muligheder til at udregne tallet:
5.0,01+15-0,20+25-0,25+...+ 85-0,03

b) Argumenter for, at denne udregning svarer til den samlede udregning af (I) og (ll)
ovenfor.

c) Argumenter for, at formlen i den folgende definition giver samme resultat som den
udregning, vi beskrev ovenfor.

Definition: Middeltallet for grupperede observationer

Middeltallet for et dataseet, der er givet som grupperede observationer inddelt i k
intervaller, kan udregnes som et vaegtet gennemsnit ud fra felgende formel:

m=M, -f+M,-f,+..+M,_-f,

hvor M’erne er midtpunkterne i intervallerne, og f’erne er procentandelene i de
enkelte intervaller, skrevet som decimaltal.

Vaegtet gennemsnit kaldes ogsa for Vejet gennemsnit.
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2. Beskrivende statistik

Giv et skan over herrernes gennemsnitslebetid i Copenhagen Marathon 2009 (data
findes i ovelse 2.29).

3.3 Grafisk praesentation af grupperede datasat — sumkurve

Skal vi danne os et skan over, hvordan observationerne som helhed fordeler sig i
aldersintervallerne, er det for groft at samle observationerne i midtpunkterne for de
enkelte aldersgrupper. Her skal vi i stedet udnytte antagelsen om, at observationerne
inden for de enkelte aldersgrupper er jeevnt fordelt.

Vi udbygger nu tabellen over kriminalitetsstatistikken (fra ovelse 2.30) dels med en
reekke bestdende af de hgjre intervalendepunkter, dels med en raekke bestdende af de
sakaldte kumulerede procenter (af og til betegnet kumulerede frekvenser).

Ofrets alder (interval) 0-9 10-19 20-29 30-39 40-49 50-59 60-69 70-79 80- i alt
Hgajre endepunkt 10 20 30 40 50 60 70 80 90
Antal (hyppighed) 419 8176 10553 7175 5452 4274 2475 1995 1399 41918
Procent (frekvens) 1,0 19,5 25,2 171 13,0 10,2 59 4,8 3,3 100
Kumuleret procent 1,0 20,5 45,7 62,8 75,8 86,0 91,9 96,7 100,0

Kumuleret betyder opsummeret. Eksempelvis er tallet 45,7 fremkommet ved at laegge
25,2 til den opsummerede procent 20,5, der er udregnet for det foregaende interval.

Konstruer en tabel som ovenstaende i et regneark. Omregningen fra antal til procent
samt fra procent til kumuleret procent gennemfores ved at udnytte regnearkets mulig-
heder.

Vi ser da, at den nedre kvartil (25 %) ligger et sted i den tredje aldersgruppe fra 20-29
ar, medianen (50 %) ligger et sted i den fjerde aldersgruppe fra 30-39 &r, mens den
avre kvartil (75 %) ligger et sted i den femte aldersgruppe fra 40-49 ar.

En neermere beregning af, nejagtigt hvor vi ber laegge kvartilerne og medianen, er lidt
omstaendelig, sa vi vil i stedet bestemme veerdierne grafisk ved hjeelp af en sumkurve.
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Definition: Sumkurven for grupperede observationer

Sumkurven for et grupperet dataszet er den grafiske repraesentation af de sam-
menhgrende vaerdier af hgjre intervalendepunkt og de kumulerede procenter.
Den grafiske repraesentation fremkommer ved at forbinde punkterne med rette

linjestykker.

De kumulerede procenter afszettes (som den afthaengige variabel) op ad andenak-
sen, mens alderen afsaettes (som den uafhaengige variabel) ud ad fersteaksen.
Punkterne forbindes med en graf bestaende af rette linjestykker.

Kumuleret fordeling for Konstruer i et veerktejsprogram sumkurven som en graf for
ofrenes aldersfordeling ,
den kumulerede procent som funktion af alderen.

A
£1001 Laeg meerke til, at vi har tilfejet begyndelsespunktet (0,0 %).
8 80 Leeg ogsé meerke til, at sumkurven er stejlest, dvs. har
S 80
B Sumkurve starst haeldning, i aldersgruppen fra 20 til 30 ar. Dette svarer
[0} . . . . .
= 601 til den hgjeste sgjle i histogrammet.
§ (30,45.7)

401 o a) Argumenter vha. sumkurven for, at 33 % blandt ofrene er

20 yngre end 25 &r.

o b) Bestem vha. sumkurven, hvor stor en andel af ofrene, der er
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 over 45 ar.
Alder

Omregn tabellen over Igbetider ved herrernes maratonleb Copenhagen Marathon 2009
(data findes i ovelse 2.29) til ogsa at omfatte procenter og kumulerede procenter.

a) Konstruer sumkurven for lgbetiderne ved at afseette den kumulerede procent som
funktion af lgbetiden.

Benyt sumkurven til at besvare felgende spergsmal:
b) Hvor hurtigt leber de hurtigste 10% af laberne?

c) Hvor stor en procentdel af Isberne gennemlgber maratonlgbet p& under 3 timer og
15 minutter?

d) For hvilket tidsinterval er sumkurven stejlest?

e) Hvad forteeller dette om fordelingen af lebetider?
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3.4 Sken over median og kvartiler for grupperede datasat

Pa sumkurven kan vi ogsa ga bagleens, dvs. ga fra an-

denaksen til forsteaksen, dvs. fra kumuleret procent til Kumuleret fordeling for
den uafhaengige variabel, der er i spil. Dette udnyttes ofrenes aldersfordeling

A
til at bestemme et kvartilseet for grupperede datasaet. gmo- Sumkurve
| vores eksempel med kriminalitetsstatistikken gores g 801 5%
det som vist pé figuren. ‘g /49_3’75_0)

S 60

E 50%
Vi kan afleese kvartilerne, dvs. den alder, der svarer til < 40, (32.5,50.0)
en kumuleret procent pa 25 (nedre kvartil), den alder, 25%
der svarer til en kumuleret procent pa 50 (medianen), 201 /(21.8,25-0)
og den alder, der svarer til en kumuleret procent pa 75 ' ' I
(ovre kvartil). 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
Betydningen af nedre kvartil er: Mindst 25% af Alder
Betydningen af gvre kvartil er: Mindst 25% af median = 32,5 og ovre kvartil = 49,3

voldsofrene er over 49 ér.

Dermed har vi rddighed over alle fem statistiske nggletal, der udger det udvidede kvar-
tilseet, og kunne nu ogsa skitsere et boksplot for aldersfordelingen. | dette tilfeelde har
vi imidlertid ogsa histogrammet til radighed, og vi foretreekker normalt at kommentere
et grupperet dataseets fordeling ud fra histogram og middeltal sammen med sumkurve
og kvartilseet.

Vi s af histogrammet, at fordelingen af de grupperede observationer er tydeligt hej-
reskaev. Dette er i overensstemmelse med, at middelalderen pa 37,0 ar er noget storre
end medianalderen pa 32,5 ar. | dette tilfeelde vil det derfor nok veere fornuftigst at
anfgre medianen som den typiske alder for et offer for kriminalitet.

a) Bestem p4 tilsvarende made kvartilseettet for herrernes maratonlgb Copenhagen
Marathon 2009 (data findes i gvelse 2.29).

b) Inddrag middeltallet og kommenter fordelingen.
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4. Kategoriske variable

4.1 Titanics forlis

Titanics rute frem til det skeebnesvangre made med
isbjerget.

Titanic blev bygget i begyndelsen af det 20. arhundrede
i arene for 1. verdenskrig. Det var sin tids teknologiske
vidunder og blev regnet for usynkeligt. Skibet kan sam-
menlignes med rumfaergerne, der repraesenterede den
teknologiske triumf i slutningen af det 20. &rhundrede.

Titanic blev bygget til at krydse verdenshavet med kurs
mod den nye verden, der om noget dengang repraesen-
terede menneskets evige "frontierbeveegelse”, rejsen
mod ukendte horisonter for at opdage og opdyrke nyt
land. P4 samme méade kom rumfeergernes feerd gen-
nem verdensrummet i deres tid til at symbolisere en ny
“frontier-bevaegelse”, med dremmen om opdagelse af
nye verdener derude. | kapitel 9 studerer vi Challenger-
rumfeergens katastrofale endeligt. | dette afsnit vil vi
opholde os ved Titanic og de mange ofre ved skibets
undergang.

Titanic satte ud pa sin jomfrurejse over Atlanterhavet
11. april 1912 med kurs mod New York. | Cherbourg

i Nordfrankrig var verdens rigeste mand, John Astor,
géet om bord, og i Queenstown i Irland var en gruppe
fattige irske immigranter kommet med som de sidste af
de i alt 2223 passagerer og besaetningsmedlemmer.

Skibet modtog en del meldinger om drivis og isbjerge

i farvandet, men er man kaptajn pa et usynkeligt skib,
er det nok ikke sa bekymrende. Sent om aftenen 14.
april spotter udkigsmanden et gigantisk isbjerg pa vej
mod skibet og slar alarm. Trods forseg pa at sla bak og
zndre kurs, sd rammes skibet under et minut senere,
og isbjerget fleenser et hul i skroget under vandlinjen i
en leengde pé nzesten en tredjedel af skibet.

Der er naesten helt vindstille, og der sendes straks
SOS. Man begynder at gare redningsbadene klar, men
der er kun kapacitet til knap halvdelen af de ombord-
veaerende. Et par timer efter isbjerget ramte, har skibet
taget s& meget vand ind, at steevnen er under vand,
og agterstavnen har rejst sig. Herefter gar det steerkt,
Titanic braekker over og forsvinder i dybet.
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Forliset har dannet grundlag for talrige bager, film, sange og andre kunstvaerker, maske
fordi Titanics forlis kom til at symbolisere den verden, der gik under med 1. verdens-
krig. | kelvandet pa forliset er der opstédet mange myter og forteellinger om, hvad der
skete, hvem der dede, og hvem der blev reddet.

Om bord pa Titanic var der 1324 pas-
sagerer og 899 besaetningsmedlem-
mer, i alt 2223.

Alle data fra passagerlisterne er til-
geengelige og kan hentes via hiemme-
siden. Vi vil i det fglgende analysere
disse data, i ferste omgang med fokus
pa to kategoriske variable:

1) Status, der kan antage veerdierne
Forste, Anden eller Tredje (klasse).

2) Skaebne, der kan antage veerdierne
Overlevede eller Omkom.

Disse to variable er typiske eksempler
pa kategoriske variable.

Uddrag af dataliste for passagererne
om bord pa Titanic.

4.2 Tabelpraesentation af et kategorisk datasat — antalstabeller

Nar data foreligger som kategoriske variable, praesenteres de typisk i form af antalsta-
beller (ogsa kaldet hyppighedstabeller eller frekvenstabeller). Med to variable vil der
veere tale om en krydstabel — i traditionelle regneark kaldes de ogsa for pivottabeller.
Her ses fx krydstabellen for de to variable Status og Skaebne:

Status\Skzebne Overlevede Omkom

Forste 199 130
Anden 119 166
Tredje 174 536
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Kopier tabellen ind i et regneark, og udnyt regnearkets muligheder til at beregne fol-
gende:

a) Det samlede antal passagerer, der overlevede henholdsvis omkom (sgjletotaler).

b) Det samlede antal passagerer, der rejste pa forste klasse, anden klasse og tredje
klasse (reekketotaler).

c) Det samlede antal passagerer alt i alt (tabelsum).

Vi kan ogsa omdanne antalstabellen til en procenttabel. Her er der to muligheder —
enten regner man i sgjle- eller ogséa regner man i reskkeprocenter.

Status\Skeebne Overlevede Omkom I alt

Forste klasse 40,4 15,6 24,8
Anden klasse 24,2 20,0 21,5
Tredje klasse 35,4 64,4 53,6
| alt 100 100 100

Hvis vi veelger at regne i sgjleprocenter, far vi en procenttabel, som vist ovenfor.
Som eksempel pa beregning, ser vi pa andelen af overlevende pa forste klasse.

Der var 199 passagerer pa forste klasse, der overlevede, ud af i alt 492 overlevende
passagerer. Omregnet til procent giver det:

199 400=40,4%
492

Fremstil en procenttabel, hvor det er reekkeprocenterne, der udregnes.

98

Besvar ud fra procenttabellen med reekkeprocenter folgende spergsmal:

a) Hvor stor var risikoen for at omkomme, hvis det var helt tilfaeldigt hvem der
blev reddet?

b) Hvor stor var risikoen pa tredje klasse?
c) Hvor stor var risikoen pa anden klasse?

d) Hvor stor var risikoen pa forste klasse?
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2. Beskrivende statistik

4.3 Grafisk praesentation af et kategorisk dataset — cirkel- og sgjlediagrammer

Antalstabellen er en praecis made at repraesentere data pa, men den er ikke seerlig
visuel. Derfor er det naturligt at vaelge en anden repraesentationsform, nar vi gar pa
opdagelse i data.

Vi veelger at illustrere procentfordelingen efter Skaebne, sa vi kan finde ud af, hvordan
de overlevende passagerer fordeler sig pa de tre klasser og tilsvarende for de omkom-
ne passagerer.

| forste omgang illustrerer vi dette ved at konstruere cirkeldiagrammer, fordi disse
netop viser procentfordelingerne.

Procentfordeling for de omkomne Procentfordeling for de overlevende
ved Titanics forlis ved Titanics forlis

Konstruer cirkeldiagrammer svarende til de ovenstaende i dit regneark, og kommenter
forskellen mellem de to cirkeldiagrammer.

Hvis overlevelseschancen var uafhaengig af, hvilken klasse man rejste pa, burde hver
af de to procentfordelinger folge procentfordelingen for det samlede passagertal pa
de tre klasser.

a) Konstruer cirkeldiagrammet for denne samlede procentfordeling.

b) Underseg om overlevelseschancen synes at vaere afhaengig af, hvilken klasse pas-
sageren rejste pa.
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En anden mulighed er at illustrere antalstabeller som sgjlediagrammer.

Et sgjlediagram kan i sit udseende minde om et histogram. Men den vandrette akse er
ikke en almindelig talakse. Den vandrette akse anvendes til at preesentere de kategori-
ske variable med en passende systematik.

Sojlerne, der repraesenterer antallet i padgeeldende kategori, star her som fritstdende
sojler. Det vil ofte veere helt meningslost at tale om, at de graenser op til hinanden, som
det typisk er tilfaeldet med intervallerne ved histogrammer.

Hvad skulle det fx betyde, hvis kategorierne dreng og pige greensede op til hinanden?
Hvis sgjlediagrammerne bygger pa de absolutte tal og ikke procenttallene, kan de dog
veere sveerere at sammenligne.

Antalsfordeling for de omkomne Antalsfordeling for de overlevende
ved Titanics forlis ved Titanics forlis
200 1 174 tilfeelde
500 - 536 til;azl;:le (35,4%)
(64.4%) 160 1
400 A
300 | 120 '
200 1 80 1
100 1 40 1
0
1. klasse 2. klasse 3. klasse 1. klasse 2. klasse 3. klasse

a) Konstruer ovenstdende sgjlediagrammer i dit regneark, og diskuter, hvad skalaerne
betyder for vores forste opfattelse af antallet af overlevende og antallet af omkomne.

b) Konstruer skalaerne, sa det er muligt ved forste gjekast at foretage en reel sammen-
ligning af passagerernes Skaebne afhaengigt af deres Status, da den utaenkelige
ulykke alligevel indtraf.

Mange regneark har andre typer sgjlediagrammer til afbildning af antalstabeller, sdsom
grupperede sgijler eller stablede sgijler.

Undersgg, om dit veerktgjsprogram har sddanne muligheder, og kommenter fordele og
ulemper ved de andre typer sgjlediagrammer.
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2. Beskrivende statistik

5. Projekter

P& hjemmesiden ligger en reekke projekter, der knytter sig til kapitel 2.

Pa hjemmesiden ligger yderligere seerlige studieretningskapitler med opleeg til samar-
bejde mellem studieretningsfagene, samt kapitel 10, Matematik og kultur, med ma-

terialer og projekter, der kan anvendes i et samarbejde med humanistiske fag eller i
selvstaendige forlob.
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Geometri - Konstruktion og beregning

1. Pyramider, tunneller og andre store bygningsvaerker fra oldtiden............
2.  Skalering, malestoksforhold og ligedannethed . ..........................
3. Ensvinkledetrekanter. ... ... e e
4. Pa opdagelse i den klassiske geometri. . . ...t i i e
5. Beregningeriretvinklede trekanter ............ .. i i i,

51 Pythagoras' saetning ... ...
5.2 Trigonometri — Beregninger af sider og vinkler i retvinklede trekanter ..........

B.  ProjJekier . ... et

Tegninger af pyramider eller kort over en by er geometriske modeller af virkeligheden. De er
staerkt forenklede, men velegnede til bestemte forméal som at finde vej, bestemme afstande,
hejder og vinkler.

| dette kapitel vil vi beskeeftige os med, hvordan man skalerer figurer og tegninger op og ned.
Vi vil endvidere se pa, hvordan man foretager beregninger af ukendte sider og vinkler med
brug af de trigonometriske funktioner sinus, cosinus og tangens. Her vil vi i serlig grad kon-
centrere os om de retvinklede trekanter. Derfor vil vi ogsa anvende Pythagoras satning og

fordybe os i beviset for denne.

| kapitel 8 vender vi tilbage til geometrien og laerer, hvordan man foretager beregninger i alle
slags trekanter.

Vi begynder fortaellingen i £gypten for naesten 5000 ar siden.
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3. Geometri - Konstruktion og beregning

1. Pyramider, tunneller og andre store

bygningsveaerker fra oldtiden

De store segyptiske pyramider blev bygget for 4.000-5.000 ar siden i den periode,
vi i dag kalder Det AZldste Rige. Vi ved ikke preecis, hvordan de har baret sig ad
med at gennemfare sd ubegribeligt store byggeprojekter. Men det betyder ikke, at

sé kan den ene teori vaere lige sa god som enhver anden.

En teori skal kunne forklare nogle feenomener pa en sddan made, at vi har mulig-
heder for at undersgge og efterpreve, om det er god og brugbar teori, der giver en
rimelig forklaring pa det, vi ser eller reesonnerer os til, eller om den ma afvises, da
den abenlyst strider mod den viden, vi i gvrigt har. Mystiske forestillinger om, at py-
ramiderne og andre af oldtidens store bygningsveerker i virkeligheden er opfert af
rumvaesener, er slet ikke nogen teori — hvordan skulle den efterproves?

Cheopspyramiden, der blev bygget omkring 2600
f.v.t., er den storste. Den er bygget af ca. 2,3 millioner
stenblokke, der hver vejer omkring 2500 kg. Nogle af
blokkene vejer helt op mod 80 ton. Den er bygget med
en forbloffende ngjagtighed. Grundfladen er et perfekt
kvadrat, sideleengderne er 230,4 meter med en varia-
tion pa kun 0,01%. Og hzeldningen af sidefladerne er
fuldsteendig ens.

Et sddant byggeri kan ikke veere lavet uden ingenierer,
arkitekter og matematikere til at tegne og beregne samt
lede hele byggeprocessen, herunder udregne behovet
for arbejdskraft osv. Man vurderer, at der har veeret

ca. 20.000 arbejdere beskeeftiget gennem 20 &r — og
hvordan sikrer man fgdevarer og andre fornedenheder
til dem? De kan ikke bare have kastet sig ud i det og
provet sig frem. Men vi har ikke nogen overleveringer,
der eksempelvis fortaeller om deres ingenigrkunst.

Da Cheopspyramiden blev bygget, var den 147 m hgj, og
den var i ca. 4000 &r verdens hgjeste bygning. Den havde
dengang en glat overflade lavet med hvide kalksten, men
et voldsomt jordskeelv i &r 1300 lesnede disse kalksten
og noget af det overste af pyramiden, sa den kom til at
se ud, som vi nu ser den. Det var i ovrigt en dansker,
Carsten Niebuhr, der foretog de forste moderne opma-
linger af pyramiden. Det skete i 17762 som et led i den
beromte danske ekspedition til "det lykkelige Arabien".

Der findes kun nogle fa kilder til den aegyptiske matematik, fordi de skrev pa papy-
rus, der er en art papir lavet pa basis af siv, og som er et forgaengeligt materiale, i
modseetning til babylonierne, der skrev pa lertavler, som de breendte, og som der er
bevaret tusinder af. Der er bevaret en handfuld papyrus, og ud af deres opbygning
og af andre papyrus kan vi slutte os til, at der foregik en matematikundervisning,

og at kendskab til matematik var uomgaengelig for de embedsmaend, man kaldte

skrivere, og som horte til den ledende gruppe i samfundet.

Nar der er sa fa kilder bevaret, og vi samtidig ved, at der foregik matematikundervis-
ning gennem mange hundrede &r, kan vi ikke udelukke, at undervisning og viden-
skab ogsa foregik pa et hgjere niveau, end det vi far kendskab til gennem kilderne.
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Vi kan se af de papyrus, vi kender, at skriverne har veeret gode til at regne med tal og
broker. | kapitel 7, Tal og ligninger, vender vi tilbage til den segyptiske matematik.

Qvelse 3.1

| den sterste papyrus, der er fundet, den sakaldte Papyrus Rhind, opkaldt efter Henry
Rhind, der fandt den i 1858, er der flere opgaver med beregninger af heeldningen pa
pyramideflader.

| dag vil vi normalt beregne eller sperge: Hvor langt gar vi op, nar vi gar 1 enhed vand-
ret ud. Hos aegypterne spurgte de modsat: Hvor langt gar vi ud, nér vi gér 1 enhed
lodret op? Denne haeldning kaldte de "seqt”. Problem nr. 46 i Papyrus Rhind lyder:
”Hvis en kvadratisk pyramide er 93,5 enheder hgj, og siden i grundfladen er 140 enhe-
der lang, hvad er s& dens seqt?”

a) Farst regner vi "moderne”: Tegn en model af tvaersnittet af denne pyramide i et ko-
ordinatsystem. De skrd sideflader kan betragtes som rette linjer i koordinatsystemet.
Bestem stigningstallet (haeldningskoefficienten) for linjen med positiv haeldning.

b) Sa regner vi som eegypterne: Hvad bliver pyramidens seqt?
c) Find i teksten ovenfor Cheopspyramidens mal. Hvad er dens seqt?

d) Hvad kan veere arsagen til, at de anvendte dette mal for haeldningen?
Forestil dig, du er den ledende ingenier pa bygningen af Cheopspyramiden. Du har
lavet en geometrisk model og udregnet dens seqt. Du har bestilt sten, der alle er 1
enhed pa den ene led, og de skal nu placeres i neeste lag af pyramiden. Hvordan vil
du markere over for arbejderne, hvor de skal placere stenene i det nye lag i forhold
til kanten? Hvis stenene i stedet havde veeret 1,5 enheder pa den ene led, hvordan
ville du sa angive, hvor de skulle leegges i forhold til kanten?

Den rigdom, som de store pyramider demonstrerer, bunder i, at den aegyptiske befolk-

ning leerte at udnytte de meget frugtbare jorder langs Nilen. Markerne her far tilfort nae-
ringsrigt dynd, nar Nilen regelmaessigt gar over sine bredder. Nilen er verdens lzengste

flod, sé der er samlet set tale om meget store arealer.

Faraoerne, de segyptiske herskere, fik deres hovedindtaegt gennem beskatning af
bonderne, og starrelsen heraf blev bestemt af markernes areal. Derfor var det nedven-
digt med en ngje opmaling og registrering af markerne. Og efter oversvemmelser, hvor
skellene mellem markerne blev udvisket, og Nilen maske tog eller gav nyt land, var det
altid nedvendigt med en ny opmaling.
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Der er overleveret en forteelling herom af den graeske historiker Herodot (484-425 f.v.t.).
Herodot, der levede mere end 2000 ar efter Cheopspyramiden blev bygget, foretog
mange rejser i middelhavsomradet, og han samlede sine indtryk i et veerk, der simpelt-
hen hed Historien. Han kom ogsa til £gypten og fortzeller:

"Det var ifelge praesternes udsagn denne konge (Se-sostris), der
udstykkede jorden til alle aegypterne, idet han tildelte hver en
firkantet lod af samme storrelse, og han byggede sine indtaegter
pé dette ved at paligne dem en arlig afgift. Hvis floden tog noget
fra en mands jordlod, henvendte han sig til kongen og meddelte,
hvad der var sket. Denne sendte sd synsmaend ud, der skulle
maéle op, hvor meget mindre stykket var blevet, for at besidderen
i fremtiden kunne svare afqift i forhold dertil. Jeg mener, dette
var anledningen til, at landmalerkunsten blev opfundet, som
siden er kommet til Hellas."

(Herodot, Bog I, § 109, Thure Hastrup og Leo Hjortes overseet-
telse, Gyldendal 1979)

Udsnit af Papyrus Rhind: Vi kan se af
de forskellige papyrus, der er overle-
veret, at udregning af arealer spillede
en stor rolle i matematikundervis-
ningen. Hvilke geometriske figurer
optreeder pa denne side?

Ovelse 3.2

| Papyrus Rhind findes eksempler pa arealberegninger af trekanter, trapezer og vilkar-
lige firkanter. Fx finder vi falgende formel for beregning af arealet af en firkant ABCD:
Udregn gennemsnittet af leengden af siderne over for hinanden, dvs. % og % s

sd er arealet produktet af disse tal.

a) Lad ABCD veere et rektangel med siderne 10 og 20. Hvad er arealet? Hvilket resultat
giver den aegyptiske formel?

b) Lad ABCD veere et ligesidet trapez med de modstéende parallelle sider af leengder
4 og 12, og med skra sider af laengde 8. Hvad er arealet? Hvilket resultat giver den
agyptiske formel?
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Ovelse 3.3
a) Tegn en firkant i et dynamisk geometriprogram og bestem arealet (evt. ved at opdele
i trekanter). Den kan se ud som figuren til venstre:

b) Udregn det resultat man far, nr man bruger den segyptiske formel:

b, +b h, + h, .
A:( 12 2)( 12 2) til at beregne arealet.

c) Beregn, hvor stor afvigelsen er fra det korrekte areal.

d) Treek i firkanten, og giv et bud pa, for hvilke typer firkanter formlen giver det rigtige
areal.

Nogle matematikhistorikere mener, at segypterne godt vidste, at formlen ikke giver det
korrekte areal, men at formlen blev anvendt til at foretage en hurtig "overslagsbereg-
ning”, dvs. lave en tilnsermet beregning.

Ovelse 3.4

Den sakaldte Moskvapapyrus indeholder kun 25 problemer, men en af op-
gaverne giver os indblik i, at de &benbart havde en ret avanceret matematik
i det gamle Agypten.

Problem nr.14 (til venstre pa figuren) handler om beregning af rumfanget af
en pyramidestub. Der star folgende:

6 hej og grundfladen har siden 4, mens topstykket har siden 2, sa skal du
kvadrere de 4, det bliver 16; du skal gange de 2 med de 4, det er 8; du skal
kvadrere de 2, det er 4. Nu skal du leegge 16, 8 og 4 sammen, det er 28. Nu
skal du tage en tredjedel af de 6, det er 2. Du skal gange de 28 med de 2,
resultatet er 56. Det er sandelig rumfanget af pyramidestubben!

Det er faktisk korrekt! De kendte altsa formlen for rumfanget. Vi ville sige,
at nar hgjden er h, siderne af de to kvadrater a og b, s& er rumfanget V givet
ved formlen: 1 , A

Vzg»h-(a +ab+b°)

Den kan de ikke have gaettet sig til, s& de ma have haft et matematisk miljg,
hvor sddanne sammenhzaenge blev undersggt.

Pa hjemmesiden ligger et lille projekt om dette, hvor vi sammenligner deres
opskrift med den moderne formel og diskuterer, hvordan de kan vaere néet
frem til deres viden. Vi ser ogsa pa deres formler til beregninger af cirkel-
arealer.

Herodot fortalte, at en greesk matematiker, Thales (ca. 625 — 547 f.v.t.), havde besggt
AEgypten for at se pyramiderne og dér havde imponeret dem ved at kunne beregne
hejden af den sterste pyramide. Han gjorde det ved at méle dens skygge, netop pa
det tidspunkt, hvor hans egen skygge var lige sa lang som hans hgjde.
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Ovelse 3.5

Forklar, hvordan Thales kan have udfert denne maling. Du kan lade
dig inspirere af figuren. Tegn selv en model, og angiv de stykker, du
onsker at male eller beregne. Laeg maerke til den szerlige oplysning,
Herodot giver — hvorfor gor det opgaven lettere?

Ovelse 3.6

Selv om pyramiderne er de mest imponerende, er de ikke naer de
eneste gigantiske bygningsvaerker fra fortidens kulturer. Om dem alle
geelder, at de ma have haft dygtige ingenigrer og matematikere, der
kunne planlaegge og beregne forud for selve byggeriet.

| 980-81 blev der i Danmark under Harald Blatand bygget fire store
vikingeborge, alle efter samme skabelon. De er ikke bare cirkelfor-
mede, men er perfekte cirkler, og ogséa langhusene, der har elliptisk
form, er bygget med stor praecision.

Pa hjemmesiden ligger et projekt med materialer om andre af disse Vikingeborgen Trelleborg pa Sjeelland
store bygningsvaerker.

Herodot kom pa sin rejse ogsa til gen Samos ud for Lilleasiens kyst, og her forteeller
han, at han opholdt sig en del tid hos dem for at se deres store ingenigrbedrifter, bl.a.
folgende:

“lgennem et bjerg, der er ca. 150 favne hajt, er der lavet en udgravning, der
begynder forneden ved bjergets fod og er aben i begge ender. Laengden af
denne udgravning er 7 stadier, hgjden og bredden begge 8 fod. Gennem

hele denne tunnel er der fort en anden grav, som er 20 alen dyb og 3 fod i
bredden, og herigennem ledes vandet fra en stor kilde og nér frem til byen
gennem rar. Ingenioren for dette arbejde var Eupalinos, son af Naustrofos,

fra Megara.”

(Herodot, Bog lll, §60, Thure Hastrup og Leo Hjortas overseettelse, Gyldendal
1979)

Det, troede man i mange ar, var fri fantasi. Hvordan skulle de have kunnet bore en
tunnel gennem et bjerg dengang 500 &r f.v.t.? S8 man glemte efterhdnden alt om den.
Men i 1882 finder man ved et tilfeelde noget, der lignede indgangen til en tunnel, og i
dag ved vi, at Herodot havde ret. Men vi ved ikke, hvordan man pa Samos har klaret
denne ingenigrmaessige bedrift.

Ovelse 3.7

Pa hjemmesiden findes et projekt om Tunnellen pa Samos.
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2. Skalering, malestoksforhold og ligedannethed

Den teknik, Thales anvendte i beregningen af pyramidernes hgjde, er en helt fun-
damental matematisk teknik, som ogsa de gamle agyptere méa have kendt, nemlig
skalering: Noget uoverskueligt stort som en pyramide skaleres ned til noget, vi kan
overskue. Denne proces, hvor vi formindsker pyramiden, andrer ikke pyramidens
form: Den ligner den oprindelige, men er i vores starrelsesforhold.

Formindsker vi en figur 100 gange, dvs. alle sider og hgjder bliver 100 gange mindre,
sd siger vi, at malestoksforholdet er 1:100 (laeses: en til hundrede). Vi kan maske end-
da skalere ned til en figur, vi kan have pa vores papir. Det er lettere at argumentere ud
fra den lille figur, vi kan pege, seette bogstaver og andre symboler pa, vi kan méle og
foretage beregninger osv. Nar vi har last opgaven pa den lille figur, kan vi skalere op
igen til den store ved at gange alle sider med malestoksforholdet.

Ovelse 3.8

a) Vi kender malestoksforhold fra alle atlas og kort over byer og landomrader. | Kraks
kort over Kabehavn og omegn kan vi leese, at alle bydelskort er lavet med méale-
stoksforholdet 1:15.000. En streekning pa et af kortene males til at veere ca. 20 cm.
Hvor langt er der sd i virkeligheden?

b) Et kort over Jylland skal veere pa et A4 ark, der maler 29,7 cm x 21 cm. Fra Skagen i
nord til greensen ved Padborg i syd er der 337 kilometer. Fra Fornaes i ost er der 174
kilometer til vestkysten ved Bovbjerg. Hvilket malestoksforhold skal vi veelge?

Agypterne byggede foruden pyramiderne
en masse templer med kolossalstatuer
indeni og udenfor. Mest kendt er sfinksen.
Skal man lave en 8 meter hgj statue af en
farao, séledes at proportionerne er, som de
skal veere, armene hverken for lange eller
for korte osv., s& ma man have en teknik

til at skalere op. At skalere en tegning op
indgar i alle tegnekurser og foregar normalt
ved hjaelp af et net, som man lsegger over
den oprindelige tegning og et forsterret net,
som man laegger der, hvor man gnsker den
nye tegning.

Sfinksen pé vagt ved pyramiderne. En billedhugger kan ikke fastholde
proportionerne, hvis han pé fri hand udhugger et keempeansigt. Han

ma have en teknik.
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Ovelse 3.9

Tegn i et dynamisk geometriprogram en polygon i et gitter
(se eksempel nedenfor). Tegn et nyt gitter, hvor afstanden
mellem gitterpunkterne er storre (se eksempel til hgjre).

a) Hvad er mélestoksforholdet, dvs. hvad er forholdet mellem

kantlaengderne.

b) Overfer nu polygonen til dette gitter.

c) Beregn forholdet mellem de to

ens-liggende sider.

d) Hvad er din konklusion?

Ovelse 3.10

3. Geometri - Konstruktion og beregning

Vi vil nu udnytte den matematiske teknik, med at skalere uoverskueligt store faenomener
ned, til at illustrere starrelsesforholdene i vores solsystem. Benyt tallene i tabellen (afstan-
de og omlgbstider i solsystemet) til at lave et forslag til kommunen om en planetsti, hvor
man kan ga fra Solen og ud til Pluto. Alle planeter markeres med en lille figur, der er en
nedskalering af planeten, og de placeres i de korrekte nedskalerede afstande fra Solen.
Forslaget skal indeholde beregninger af storrelser og afstande (kopier tallene over i et

regneark, og udnyt regnearkets muligheder i beregningerne).

Maélestoksforholdet bestemmes ud fra Solens starrelse, idet Solen skal konstrueres som
en kugle med en diameter pa 1,4 meter, dvs. kuglen skal have en radius pa 70 cm.

Middelradius Middelafstand til Solen Omlgbstid om Solen

(i km) (i mio. km) (degn)
Solen 695000
Merkur 2439 57,9 88
Venus 6051 108,2 225
Jorden 6378 149,6 365
Manen 1738 0,4* 27,3*
Mars 3397 227,9 687
Jupiter 71398 778 4333
Saturn 60000 1429 10753
Uranus 25400 2870 30660
Neptun 24300 4497 60225
Pluto 2900 5900 90520

* Afstand til Jorden, samt omlgbstid om Jorden.
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Hvis Jorden skaleres ned til en appelsins starrelse, hvor dybt ind i appelsinen gar sa
de dybeste mineskakter pa ca. 5 km?

Nar vi skalerer op og ned, s bevares formen, den store pyramide bliver til en lille pyra-
mide, den store kugle bliver til en lille kugle og ikke en oval amerikansk fodbold!

En trekant, der skaleres op eller ned, eendrer ikke form. Figurer, der skaleres op eller
ned, kaldes derfor ligedannede (de ser "lige-dan ud”). Men at alle linjer bliver ganget
op eller ned med det samme forhold, betyder ikke, at alle figurens mal (omkreds, areal
osv.) eendrer sig med samme forhold.

110

Tegn i et dynamisk geometriprogram en trekant ABC, sa AC er vandret, og tegn hgjden
h vinkelret ned fra vinkelspidsen B.
Trekantens omkreds er: O=a+b +c.

1.
2

Skaler trekanten op med malestoksforholdet 1:3, dvs. alle linjer bliver 3 gange leengere.

Trekantens areal er: T = %»h»g = %-h-|AC| = -h-b, fordi b her er grundlinje.

a) Hvor mange gange starre bliver omkredsen?

b) Hvor mange gange starre bliver arealet?
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3. Geometri - Konstruktion og beregning

Ovelse 3.13

Skitser pa papir en terning med side-
leengde a (eller tegn i et 3D-veerktojs-
program).

Terningens overfladeareal O er: O = 6a°,
fordi hver af de 6 kvadratiske sider har
arealeta - a = a’

Terningens rumfang er V =a°.

Vi skalerer terningen op med male-
stoksforholdet 1:5, dvs. siderne bliver

5 gange s lange, sa de nu er 5a.

a) Hvor mange gange starre bliver overfladearealet?

b) Hvor mange gange starre bliver rumfanget?

Ovelse 3.14 (Isar for A-niveau)

Pa hjemmesiden ligger et projekt, hvor vi indferer begrebet geometrisk multiplikation,
og hvor skalering ses som "multiplikation ud fra et punkt”.

Ovelse 3.15

Tegn i et dynamisk geometriprogram en cirkel med radius 5 cm.

Omkredsen af en cirkel er O =2 - it - r, dvs. her er omkredsen altsd 10w = 31,42.
Arealet af en cirkel er A = 1t - r? dvs. her er arealet 251 = 78,54.

Vi forstarrer cirklen med en faktor 8, dvs. radius bliver 8 gange laengere.

a) Hvor mange gange starre bliver omkredsen?

b) Hvor mange gange storre bliver arealet?

Ovelse 3.16
En kugle med radius r har overfladeareal O og rumfang V bestemt ved formlerne:
3

O=4n-r* og V=3%m-r

Kuglen skaleres op med malestoksforholdet 1:4,
dvs. radius bliver 4 gange laengere. =

a) Hvor mange gange storre bliver overfladearealet?

b) Hvor mange gange storre bliver rumfanget? @ -
-

Hvad er matematik? C, Grundbog, e-bog 978 87 7066 5490 © L&R Uddannelse, Kebenhavn 111


http://www.gymportalen.dk/hvadermatematikc/276

112

Qvelse 3.17

Man kan udnytte skaleringsteknikken til via tankeeksperimenter at f& bedre indsigt i,
hvorfor bestemte faenomener eller levende vaesener i naturen har den storrelsesorden,
de nu har. Hvorfor er vi ikke meget sterre, end vi er?

Lad os prove at skalere en dreng pa 180 cm, der vejer 76 kg op med en faktor 8, dvs.
malestoksforholdet er 1:8.

Brudstyrken af knogler og styrken af muskler afheenger bl.a. af tveersnitsarealet, dvs.
styrken vokser ligesom arealet af en cirkel.

Veegten er stort set proportional med rumfanget. Den person, der fylder dobbelt s&
meget som en anden, vejer ogsa dobbelt s& meget. Han er ikke en kugle, men der
geelder, at kroppens rumfang og dermed hans veegt ved en skalering vokser ligesom
en kugles eller en ternings rumfang.

a) Hvor hgj er han?
b) Hvor mange gange steerkere er knoglerne og musklerne blevet?
c) Hvor meget vejer han nu? Hvad betyder det for knoglerne?

| kapitel 5, Potensfunktioner, vender vi tilbage til dette.

Den irsk-engelske forfatter Jonathan Swift (1667 — 1745) legede
med disse faanomener i sin samfundskritiske roman Gullivers
rejser, hvor han bade kommer til lilleputternes og til keempernes
land. P& hjemmesiden ligger materialer om Gullivers rejse.

Bemeerk i @vrigt, at skalering er noget helt andet end udvikling.
Nar en baby udvikler sig over barn og ung til at blive voksen,
forekommer proportionerne naturlige hele vejen. Men prov at
skalere en baby pa 55 cm op til en voksen pa 175 cm. Hvor stort
er hovedet blevet? Eller prov at skalere en voksen ned til en
baby. Hvor lille bliver hovedet?
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3. Geometri - Konstruktion og beregning

3. Ensvinklede trekanter

Nar vi tegner og regner med trekanter, s er det vigtigt at anvende en entydig notation
om sider og vinkler mv.

Praxis: Sider og vinkler i en trekant

Siderne betegnes enten med sma bogstaver fx a, b og ¢, navngivet saledes at a ligger overfor vinkel A,
b ligger overfor vinkel B, og c ligger overfor vinkel C.

Siderne kan ogsa betegnes med store bogstaver bestemt af linjestykkets endepunkter, saledes at:

a=BC, b=AC,c=AB

Sidernes lzengder betegnes ogsa med bogstaverne a, b og c. Nar vi anvender endepunkterne skrives
lzengderne séledes: |[BC|, |AC| og |AB|. Dette laeses: Laengden af BC osv.

Vinklerne betegnes med samme bogstaver som hjernepunkterne, her A, B og C. En oplysning om en
vinkel eller et resultat af en beregning angives dog ofte med symbolerne ZA, /B og £C.

Kan der veere tvivl om, hvilken vinkel vi taler om, anvendes folgende symboler:

/A= 2/ZCAB, «B=/ABC og «£C = «/BCA

De fleste veerktgjsprogrammer skelner ikke mellem store og sma bogstaver, B
hvilket betyder, at A og a betegner det samme i programmet. Man kan séaledes
ikke anvende samme notation som den klassiske vist ovenfor, og man ma finde pa
andre passende betegnelser, s man kan skelne sider og vinkler, fx at sider altid
betegnes med to bogstaver og vinkler altid med et bogstav, eller at man bruger
hele ord: vinkel_a (eller va), side_a (sa) osv.

Undersgg standarden for navngivning i det veerktejsprogram, klassen bruger, og bliv
enige om en passende notation.

c=AB

Beregninger og konstruktion ved hjeelp af skygger stammer ikke fra Thales, men er
meget aeldre. De optraeder i mange kulturers historiske kilder. Ideen er, at man stiller
en pind op lodret (se AB pé figuren nedenfor), maler pindens leengde og pindens
skygge (dvs. AC pa figuren). Forholdet mellem skyggens leengde og pindens lzengde
vil s& veere et mal for heeldningen af linjestykket BC (eller vinkel C).
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°
Treek i solens rade centrum!

a) Prov selv at eendre Solens placering over Jorden, og se, hvordan
skyggens leengde eendrer sig — se pa hjemmesiden.

i b) Hvordan stod solen, da Thales malte pyramidens hgjde?
\ c) Det er ikke alle steder pa Jorden, man kan ggre som Thales
A @ gjorde. Hvorfor ikke?

a) Forklar ud fra denne tegning, hvordan vi kan beregne hgjden af
tarnet, dvs. beregne |A'B'|. Saet selv tal pa det, som vi kan méle.

b) Beskriv, hvorledes man kan beregne hgjden af skolen eller af en
anden bygning med denne teknik. Tegn en model af situationen.

| vores beregninger har vi udnyttet den sammenhaeng, som ogsé Thales kendte, der
er mellem ensvinklede trekanter. De er nemlig ogsa ligedannede, dvs. den ene tre-
kant kan forstgrres eller formindskes, sa vi far den anden trekant. En forstarrelse eller
formindskelse sker ved, at samtlige siders laengde ganges med det samme tal, og
vinklerne holdes fast. Den fglgende saetning siger, at for trekanter er de to egenskaber
ensbetydende:

Szetning 1
1. Hvis to trekanter ABC og A, B,C, er ligedannede, s& er de ogséa ensvinklede.
2. Hvis to trekanter ABC og A,B,C, er ensvinklede, sa er de ogsa ligedannede.

Vi vil ikke bevise denne seetning: | stedet undersoges den med et dynamisk geometri-
program i falgende eksempel.
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3. Geometri - Konstruktion og beregning

Eksempel: Eksperimentel undersegelse af satning 1
Gennem et lille eksperiment overbeviser vi os om, at seetningen nok ma geelde for alle tal:
Prev animationen pa hjemmesiden.

a) Treekiskyderen, og se hvordan veerdien af k eendrer sterrelsen af trekant A,B,C, uden at
storrelsen af vinklerne aendrer sig. Argumenter for, at dette begrunder seetningens nr. 1.

b) Traek i et af trekant ABC's hjarnepunkter, sdledes at vinklerne bevares, men sidernes
storrelse andres. Se, hvordan forholdet mellem laengderne af de ensliggende sider for
hvert par af sider forbliver lige store. Argumenter for, at dette begrunder seetningens nr. 2.

Vinkel A = 69,9° B Vinkel A, = 69,9°
Vinkel B = 77° Vinkel B, = 77°
Vinkel C = 33,1° c a Vinkel C, = 33,1°
a=8,95cm a, =125cm
b =929 cm A b,=13cm
c=521cm b c,=729cm
C 1
k=14
i !\ 5\ ?: 14 % =14

Pa hjemmesiden ligger en henvisning til, hvor man i graesk matematik og i moderne mate-
matik kan finde beviser for seetning 3.1.

Saetning 3.1 siger, at det at vaere ligedannet og vaere ensvinklet er preecis det samme i
trekanternes verden. Gelder det samme i firkanternes verden?

Indtil nu har vi behandlet ensvinklede og ligedannede figurer ud fra en intuitiv forstaelse.
Begreberne er naesten selvforklarende. Nu giver vi de preecise definitioner og viser nogle
vigtige sma szetninger:

Definition: ensvinklede trekanter .
To trekanter, ABC og A,B,C,, kaldes ensvinklede, hvis vinklerne A og A, B og B;,

C og C, er parvist lige store. b .
To trekanter, ABC og A,B,C,, kaldes ligedannede, hvis der findes et tal k, sa der

geelder:
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Nar vi taler om siderne i ensvinklede trekanter, vil vi betegne de sider, der ligger over
for vinkler, der er parvist lige store, som ensliggende sider, dvs. her er fx a og a, ens-
liggende, fordi vinklerne A og A, er lige store.

Tallet kK har mange navne. Ved trekantsberegninger bruger vi normalt ordet forstorrel-
sesfaktoren. Men k kaldes ogsé skalafaktoren eller malestoksforholdet. Det sidste navn
skyldes folgende iagttagelse, vi af og til kan have nytte af.

Satning 2

Hvis trekanterne ABC og A,B,C, er ensvinklede, s& er de ydre forhold mellem

ensliggende sider i de to trekanter lige store:

g 8 &

a b c

og hvert af disse tal er lig med forstorrelsesfaktoren k.

Bevis
Divider a, b og ¢ over pa den anden side i henholdsvis (1), (2) og (3) i definitionen.
S& far vi

k:i Kk =
a

o |

k:&
C

Derfor ma der geelde, at

i:ﬁ:&:k /

| andre sammenhaenge, hvor vi ser p& ensvinklede trekanter, er vi isaer interesseret i
at beregne forholdet mellem to sider inden for den samme trekant fx %. Vi vil vise, at
vi kan beregne dette forhold, hvis vi kender forholdet mellem de tilsvarende to sider
inden for den anden trekant fx%, fordi disse forhold faktisk bliver ens! Preecis dette
udnyttes i trigonometrien.

Vi opstiller tre ligningssystemer ud fra definitionen, idet vi kombinerer de tre ligninger
parvist med hinanden:

Ligningssystem 1 Ligningssystem 2 Ligningssystem 3

k-a=a, k-a=a, k-b=Db,
k-b=h, |k-c=c, k-c=c,

Vi dividerer ligningerne i hvert af de tre ligningssystemer med hinanden, ved at venstre-
siden af lighedstegnet i den forste ligning divideres med venstresiden af lighedstegnet
i den anden ligning, og hejresiden af lighedstegnet i den forste ligning divideres med
hgjresiden af lighedstegnet i den anden ligning osv.
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3. Geometri - Konstruktion og beregning

Ligningssystem 1 Ligningssystem 2 Ligningssystem 3 B

b a
c_

| x
x
o

& & xb
k- b b, k -c cC -C
Vi ser, at k er en feelles faktor for béde tzeller og naevner, sa vi kan forkorte k veek:

Ligningssystem 1 Ligningssystem 2 Ligningssystem 3

Konklusionen samler vi i en seetning:

Satning 3

Hvis trekanterne ABC og A,B,C, er ensvinklede, s& er de indre forhold mellem si-

derne parvist lige store, dvs. forholdet mellem to sider inden for den samme trekant
er det samme som forholdet mellem de tilsvarende to sider i den anden trekant.

Trekanterne ABC og A,B,C, er ensvinklede. Vi fér oplyst,at a=7,b=5,b,=10,c, = 6.

a) Tegn modeller af trekanterne.

b) Beregn c og a,. B3B

6

I ; c
24

Trekant ABC er ensvinklet med A B.C,. ABC ligger inden i trekant A.B.C,,
séledes at B og B, falder sammen, og AC er parallel med A,C,.
Vi far oplyst, at |BC| =6, |A,C,| =27, |AC|=9 og |AB,|=24.
a) Beregn |AB| og |CC4|. A 27 G,

Opgaver
Pa hjemmesiden ligger en raekke opgaver i tilkknytning til afsnit 3.

Hvad er matematik? C, Grundbog, e-bog 978 87 7066 549 0 © L&R Uddannelse, Kgbenhavn 1 17


http://www.gymportalen.dk/hvadermatematikc/278

4. P4 opdagelse i den klassiske geometri

Trekanter har umiddelbart seks variable: Tre sider og tre vinkler. Der er visse
indbyrdes sammenhange mellem disse variable. Har vi fx givet tre sider, som
kan anvendes til konstruktion af en trekant, s ligger denne trekant fast, dvs.
de tre sider kan kun forbindes til en trekant pa en bestemt made. Men det ma
betyde, at vinklerne ligger helt fast!

12cm

Hvis vi derimod har givet fire sideleengder, som skal forbindes til en firkant, s& ville der
veere mange muligheder for vinklernes starrelse, dvs. firkanten vil veere helt leddelas!

12cm

12cm

Ovelse 3.25

Undersgg de ovenstdende pastande med et dynamisk geometriprogram, hvor figurer
som ovenstdende indtegnes.

Ovelse 3.26

Pa hjemmesiden er der et projekt om den tidligste greeske geometri, hvor det ifelge
overleveringen var Thales, der som den forste gennemfarte beviser. | projektet vil nogle
af disse beviser blive belyst med dynamisk geometri.

Vi omtalte ovenfor tilfeeldet, hvor tre sider er kendt, og hvor trekanten dermed er enty-
digt bestemt, fordi de @vrige tre variable, nemlig vinklerne, ogsa ligger fast. Hvordan er
situationen, hvis vi har valgt tre andre af de seks variable? Vi sa i forrige afsnit, at hvis tre
vinkler er kendt, sa er der ganske vist fastlagt visse sammenhange mellem siderne, men
trekanterne kan have vidt forskellig starrelse.

Ovelse 3.27

Nar vi i geometri taler om trekantstilfeldene, mener vi de seks principielt forskellige
tilfeelde, hvor vi kender tre ud af de seks variable (sider og vinkler). | hvert af trekantstil-
faeldende er vi interesseret i, om man kan beregne de tre ubekendte variable.

Et af disse tilfeelde er folgende: Vi kender to sider og vinklen mellem dem.

Opskriv de gvrige fem og tegn til hver en skitse, hvor det markeres, hvilke variable vi
kender.

Pa hjemmesiden er der et projekt, der ferer ind i denne verden ved brug af de mulighe-
der, et dynamisk geometriprogram tilbyder.
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3. Geometri - Konstruktion og beregning

Ovelse 3.28

| denne ogvelse undersager vi hajder, medianer, midtnormaler og vinkelhalveringslinjer i en
trekant. Konstruer en vilkarlig trekant ABC.

a) Hvad forstar man ved en hgjde i trekanten? Konstruer de tre hgjder i trekanten.
b) Hvad forstar man ved en median i trekanten? Konstruer de tre medianer i trekanten.

¢) Hvad forstar man ved en midtnormal i trekanten? Konstruer de tre midtnormaler i tre-
kanten.

d) Hvad forstar man ved en vinkelhalveringslinje i trekanten? Konstruer de tre vinkelhalve-
ringslinjer i trekanten.

e) Hvilke matematiske saetninger giver dine undersagelser anledning til at formulere og
forsgge at bevise?

f) Hvad sker der med de fire slags linjer i trekanten, hvis denne er retvinklet? Ligebenet?
Ligesidet?

Ovelse 3.29

Pa hjemmesiden er der et projekt om disse linjer og deres egenskaber, fra den forste
iagttagelse af, at de skaerer hinanden, over argumenter herfor og frem til den sakaldte
Eulerlinje og nipunktscirklen.

5. Beregninger i retvinklede trekanter

Vores erfaringer fra undersogelsen af trekantstilfaeldene fortaeller os, at i en raekke tilfeelde
ma man kunne beregne ukendte sider og vinkler i en trekant, nar vi har givet oplysninger
om andre af siderne og vinklerne. Er trekanten entydigt fastlagt, sd kan man ved hjeelp af
et geometriprogram bestemme de manglende stykker. Men s& ma der ogsa kunne findes
metoder til at beregne dem.

Malet i dette kapitel er at svare pa disse spergsmal i de tilfeelde, hvor trekanterne er
retvinklede, dvs. de indeholder en ret vinkel (vinkel pa 90°). | kapitel 8 vender vi tilbage og
ser pé vilkarlige trekanter, dvs. trekanter som ikke nadvendigvis har en vinkel, der er ret.

5.1 Pythagoras' satning

| Mesopotamien, der er landomradet mellem floderne Eufrat og Tigris i det nuveerende
Irak, opstod der i perioden efter ca. 2000 f.v.t. en reekke oldtidskulturer, hvor man udvik-
lede et avanceret skriftsprog, det vi i dag kalder kileskrift. De skrev ikke p& papyrus som
2egypterne, men pa sma lertavler, der blev braendt og derfor i stor udstraskning er bevaret
for eftertiden. Arkaeologer har fundet og registreret tusindvis af disse lertavler.
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Babylonien var den mest betydningsfulde af disse kulturer med et velorganiseret sam-
fund baseret pa en egentlig lovgivning, der har pavirket verden siden, og med en effek-
tiv administration der byggede pa en udviklet matematik. Skriftlige overleveringer tyder
pa, at de ikke blot var gode til at regne, men kendte til mere avanceret matematik. Vi er
i dag overbeviste om, at babylonierne kendte til den pythagoraeiske leeresaetning, mere
end tusind &r for Pythagoras levede. Der findes nemlig flere lertavler, der peger pa, at
de ma have kendt til det, vi i dag kalder pythagoreeiske talsaet, dvs. grupper af tre hele
tal, som opfylder Pythagoras' seetning. Her er (3,4,5) det mest kendte eksempel pa et
sadant talseet.

Areal = b?
C
b aicol
A c B
Areal = ¢?

Find to andre kombinationer af sideleengder med hele tal end (3, 4, 5), der opfylder
Pythagoras' leeresaetning og dermed giver en retvinklet trekant? Hvordan kan vi let
finde flere? Teenk pa skalering.

Pythagoras' seetning er maske den mest bergmte seetning i matematikken. Samtidigt
har den vist sig ogsa at veere en af de vigtigste saetninger i matematikken med en be-
tydning, som reekker langt ud over dens anvendelse pa almindelige plane retvinklede
trekanter. Vi vil nu formulere den og derefter se pa ikke bare et, men flere forskellige
beviser for saetningen, der hver giver forskellige perspektiver p& den.

Praxis: Kateter og hypotenuse

| en retvinklet trekant ABC, hvor vinkel C er den rette vinkel, kaldes siden c over
for den rette vinkel for hypotenusen, og de to andre sider a og b kaldes kateter.

Sztning 4: Pytagoras' satning
| en retvinklet trekant ABC, hvor vinkel C er den rette, gaelder folgende:
a2 + b2 = c?,
eller formuleret med ord:
Kvadratet pa hypotenusen er lig med summen af kvadraterne pa kateterne

Geometrisk set betyder det, at hvis man konstruerer kvadrater pa hver af de to kateter,
sd skal summen af disse kvadraters arealer veere lig med arealet af det kvadrat, man
kan konstruere pa hypotenusen.
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Ofte vil en retvinklet trekant have andre betegnelser for siderne.
a) Opskriv Pythagoras' saetning for en trekant PQR, hvor vinkel R er den rette.

b) Opskriv Pythagoras' seetning for en trekant BCA, hvor vinkel A er den rette.
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a) | en retvinklet trekant er laengden af de to kateter henholdsvis 6 og 8. Bestem laeng-
den af hypotenusen.

b) | en retvinklet trekant er leengden af hypotenusen 23 og leengden af den ene katete
15. Bestem lzengden af den anden katete.

Bevis nr. 1 for Pythagoras' satning — geometrisk betragtning

Vi har givet en retvinklet trekant ABC, hvor vinkel C er den rette. Vi laver nu fire kopier
af denne trekant (gren, gul, bld og rad) og leegger dem som pé figuren nedenfor. Denne
figur er et kvadrat, da vinklerne er rette, og sideleengderne alle er a + b.

Vi ser, at de fire retvinklede trekanter samtidig afgraenser en figur (hvid) i midten af det
store kvadrat. Vi pastar nu, at denne figur ogsé er et kvadrat. Der gaelder nemlig:

« De fire sider har alle leengden c. Men det kunne jo veere en sdkaldt rombe — vi skal
altsd ogsa argumentere for, at vinklerne er rette, for vi kan sige det er et kvadrat.

« Da den oprindelige trekant er retvinklet (gren) med £C = 90°, er ogsa £A + £B = 90°,
fordi vinkelsummen i en trekant er 180°. Lad os kalde en af vinklerne i den indre fir-
kant for x (se figuren). S& ma der gaelde, at:

ZA+ /B +x =180° a b

« Da vinkelsummen af A og B er 90°, er der 8benbart przecis 90° tilbage til x.

* Alts& er vinklerne i den indre firkant rette, og derfor kan vi konkludere, at figuren er
et kvadrat med arealet c2.

a2

Herefter tegnes endnu et kvadrat med sideleengden a + b. De fire trekanter treekkes
over i dette nye kvadrat, sdledes at de ligger som vist pa figuren nedenfor. De hvide a b
kvadrater far her arealerne henholdsvis a? og b2.

Men de to store kvadrater, som trekanterne ligger inden i, har naturligvis samme areal.
Arealet af det store kvadrat kan vi derfor udregne pa to forskellige méader.

Metode 1 Metode 2
Arealet af stort kvadrat = Arealet af stort kvadrat =
arealet af 4 trekanter + c2. arealet af 4 trekanter + a2 + b2.

b2

aZ
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Altsd mé det geelde:

arealet af 4 trekanter + c2= arealet af 4 trekanter + a2 + b2,
og da trekanterne er feelles, far vi

c?=a’+b?

Konstruer i et dynamisk geometriprogram en animation (se figur), som illustrerer bevi-
set ovenfor. P4 hjiemmesiden kan du prgve animationen. Der findes ogsé en vejledning,
sa du selv kan konstruere din egen animation.

Bla=1
o 1
Gron=1
b @ b?
0 1
Rod =1
o 1
al a2 ) Gul=1
o 1
a b

Bevis nr. 2 for Pythagoras' sa@tning — anvendelse af ligedannede trekanter

Den retvinklede trekant ABC deles op i to dermed ligedannede trekanter ved at tegne
hgjden fra C, som vist pa figuren. De tre trekanter tegnes ud hver for sig:

T=T1+T2 D
a D
N\ "
c B C b A B a C

Argumenter for, at trekanterne er ensvinklede.
Arealet af den store trekant er summen af arealerne af de to deltrekanter, dvs.

T=T,+T,

Da de tre trekanter er ensvinklede, ma de ogsé veaere ligedannede.
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Vi tegner nu en retvinklet trekant A'B'C' med de samme vinkler, men med hypotenusen
1 (se figuren nedenfor). En s&dan trekant kaldes en standardtrekant.

Vi ser da umiddelbart, at forsterrelsesfaktorerne til de tre trekanter er hhv. ¢, b og a.
Men under afsnittet om skalering (afsnit 2) sa vi, at arealerne ganges op med kvadratet
pa forsterrelsesfaktoren. Dvs. der gzelder folgende:

T=C2'T0, 7-1=b2'T0 Og T2=a2'T0
Indseet dette i ligningen: T=T, + T,, sa far vi
CZ‘TO =b2'T0+32'T0

Den feelles faktor T, kan forkortes vaek, og sa har vi igen udledt Pythagoras' seetning

ct=a*+b’ v

Ovelse 3.35

Pythagoras' seetning i rummet handler om lzengden af en diagonal d i en retvinklet
kasse med siderne a, b og ¢, og den siger:

2 2 2 2
d=a+b +c

Overvej, hvordan man ved hjeelp af Pythagoras' szetning i to dimensioner anvendt pa
hhv. den retvinklede trekant i bunden af kassen og den retvinklede trekant inde i kas-
sen, kan bevise Pythagoras' saetning i tre dimensioner.
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119 169 1
3367 | 11521 2
4601 | 6649 3

12709 | 18541 4

65 97 5

319 481 6
2291 3541 7

799 | 1249 8

541 769 9
4961| 8161| 10

45 7% 1
1679 | 2929 12

25921 289| 13
1771 3229| 14
56 53| 15
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Vi vil i de felgende ovelser se pa nogle meget gamle anvendelser af Pythagoras'
saetning:

Ovelse 3.36

P& en kileskrifttavle, der hedder BM 85196, findes en opgave om en peel, der star
laenet op ad en mur.

a) Afprov animationen pa& hjemmesiden, og se peelens bevaegelse i forhold til muren.
Paelens lzengde er 30.

b) Hvor langt er paelen gledet veek fra muren (a), nér den er gledet 3 ned ad muren (x)?

c) Hvor langt er peelen gledet ned ad muren (x), ndr den er gledet 5 vaek fra muren (a)?

Ovelse 3.37

Den kinesiske matematik var grundlaeggende algebraisk, og de matematiske problemer,
kineserne beskaeftigede sig med, var ligesom andre steder i verden hovedsagelig af
praktisk karakter.

Med "De ni kapitler om den matematiske kunst" begynder en ny matematisk tradition i
Kina. Veerket bestar af en samling matematiske problemer, som mange forskellige per-
soner har bidraget til over flere arhundreder. Den ferste egentlige bog kom nogenlunde
samtidigt med Euklids Elementer, dvs. i &r 300 f.v.t., men den udgave, vi kender i dag, er
fra 263 e.v.t.

Problem 13 i kapitel 9 handler om udnyttelse af den pythagoreeiske leeresaetning (se
ogsa figuren): Man har et bambusrer, som er 10 ch'ih hajt. Det er knaekket, og den
overste ende rorer jorden 3 ch'ih vaek fra roden. Find hgjden af knsekket.

a) Les problem 13.

En af de mest beromte lertav-
ler med matematisk indhold
fra det gamle Babylon har
navnet Plimpton 322, opkaldt
efter ham der fandt den. Den
viser en tabel med 4 kolonner
af tal.

Plimptons tabel med tal skrevet i tres-talssystemet. Tabel-
len rummer fire sajler. Sidste sgjle er blot en nummerering.
Til venstre har vi skrevet sgjlerne 2, 3 og 4 i titalssystemet.
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Ovelse 3.38

a) Hvis vi opfatter tallene i sgjle 2 som bredden af et rektangel og tallene i sgjle 3 som
diagonalen i dette rektangel, hvordan udregnes da den anden side i rektanglet?
Tegn og forklar.

b) Kopier tabellen ind i et regneark, og udregn den sidste side.

c) | fortolkningen af tabellen antager man, at der er fire fejl, nemlig i de tonede felter
med de kursiverede tal. Kan du forklare, hvorfor man mener, der ma veere fejl her?
Hvad skulle der st&?

Under trigonometrien vender vi tilbage til fortolkningen af den forste kolonne af tal.

Ovelse 3.39

En anden babylonisk lertavle, der udfordrer os, og som forteeller om et hgjtudviklet
folk, er tavlen med navn YBC 7289.

Tavlen viser et kvadrat, hvor de to diagonaler er indtegnet sammen med nogle
kileskrifttegn. | kapitel 7, Tal og ligninger, vil vi fa muligheder for at dykke ned i den
babyloniske matematik og bl.a. se neermere pa indholdet af denne lille tavle. Tavien
er faktisk en illustration af Pythagoras' saetning.

Men samtidig viser udregningen pa tavlen, at de kunne uddrage kvadratredder, idet
der oversat stér, at v30% + 30° = 42,426389 .

Kontroller dette!

Ovelse 3.40

Der findes over 100 forskellige beviser for Pythagoras' saetning, og der bliver ved med
at komme nye til. Grunden til, at matematikere leder efter nye beviser for gamle seetnin-
ger, er at et bevis kan sige noget nyt og anderledes, som man ikke var opmaerksom pa
for. Og det kan give ideer til at lose helt andre matematiske problemer.

P& hjemmesiden ligger et materiale med yderligere beviser eller skitser til beviser for
Pythagoras’ saetning. Vaelg mindst ét bevis og gennemfer en detaljeret mundtlig prae-
sentation af dette for andre i klassen.

Fremstil evt. et vodcast (videooptagelse fx med mobiltelefon), der viser praesentatio-
nen med bade tegninger og "speak”, og diskuter den med andre.

Ovelse 3.41

Via hjemmesiden kan du finde flere forskellige beviser for Pythagoras’ saetning, herun-
der beviser med brug af animationer. Du kan ogsé finde beviset for saetningen formule-
ret i koordinatgeometri i to og tre dimensioner.

Opgaver
Pa hjemmesiden ligger en reekke opgaver med anvendelse af Pythagoras' seetning.
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B8 5.2 Trigonometri — Beregninger af sider og vinkler i retvinklede trekanter

Vi ser pé to retvinklede og ensvinklede trekanter, A,B,C, og ABC, med sider som angi-
vet pa figuren.

a Hvis vinkel A er kendt, sa kan vi let bestemme B, fordi vi ved, at vinkel C er ret.
Hvis yderligere bare én af siderne er kendt, fx hypotenusen c,, sé kan trekanten kun

o M
o

konstrueres pa én méade, og s& ma de gvrige sider ogsa ligge fast.

Vi ma derfor ogsa kunne udvikle en metode til at beregne lszengderne af de gvrige sider
B ved hjeelp af vinklerne.

¢=1 & Viser pa det tilfeelde hvor ¢, =1, og vi kalder igen denne trekant for en standardtrekant.

Hvis vi kan bestemme sidelaengderne a, og b, i denne trekant, og hvis vi kender for-

o
o

, storrelsesfaktoren, s& kan vi ogsa udregne sideleengderne a og b i trekant ABC.

Ovelse 3.42

Argumenter for, at forstarrelsesfaktoren mellem standardtrekanten A,B,C, og trekant
ABC mé veere c.

Sideleengderne a, og b, afhaenger af starrelsen af vinkel A (vinkel A = vinkel A, se
tegningen).

Né&r c, = 1, m& der veere en praecis sammenhaeng mellem siden a, og vinkel A - og
tilsvarende mellem siden b, og vinkel A. Sagt med andre ord:

a, og b, m& veere funktioner af den variable vinkel A

Fremstil nu en dynamisk model som nedenstéende, hvor c, = 1. Mél kateterne a, og b,.
Opstil en tabel som nedenstaende, der viser sammenhgrende vaerdier af vinkel A og
kateterne a, og b,, nér vinkel A varieres mellem 0° og 90°.

B
Vinkel A = 26°
a,=0,438cm
b, =0,899 cm
Vinkel A a, b,
26 0,438 0,899
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Tabellerne, vi fremstillede ovenfor, er tabeller over de to trigonometriske funktioner
sinus og cosinus. Fx far vi:

Vinkel A a, = sin(A) b, = cos(A)
1° 0,017 0,9998
5° 0,087 0,996
30° 0,5 0,866
85° 0,996 0,087
89° 0,9998 0,017

Nar man udregner veerdier for cos(A) og sin(A) i et vaerktajsprogram, skal man indstille
programmet, s& det regner vinkler i grader.

a) Udfyld ved beregning af cos(A) og sin(A) i et vaerktgjsprogram flere reekker i tabellen
ovenfor, idet vinkel A igen vaelges mellem 0°0g 90°.

b) Kan du se et mgnster i tabellen ovenfor?

Séadanne tabeller har veeret fremstillet og anvendt siden oldtiden:

Den graeske matematiker og astronom Pto- | naesten 2000 &r efter Ptolemaios har mate-
lemaios var den ferste, der udarbejdede sa- matikere betjent sig af sddanne trigonometri-
danne tabeller. Ovenfor ses et udsnit af hans ske tabeller til beregning af sider og vinkler.
sdkaldte kordetabel. P4 hiemmesiden er der Tabellerne er nu lagt ind i de matematiske

et materiale og yderligere henvisninger til, veerktajsprogrammer.

hvor man kan studere Ptolemaios naermere.
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A
B C
B1
C1=1 5:\_
£
17}
Ii
S
b,=cos(A) d,
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Ovenfor har vi opmalt siderne, dvs. bestemt sinus og cosinus til vinklerne ved hjeelp af
et geometriprogram. Man kunne tegne meget store trekanter og méle efter. Men Pto-
lemaios anvendte isaer en raekke snedige metoder til at finde nye tabelvaerdier ud fra
kendte. Nogle vaerdier er nemlig forholdvis lette at bestemme, som det felgende viser:

a) Konstruer en ligesidet trekant med siden 2, og del den i to retvinklede trekanter som
vist pa figuren.

b) Find lzengden af de to avrige sider i trekanten ABC.
c) Hvad bliver vinklerne i trekant ABC?
d) Hvad skal du formindske trekanten med, for at det bliver en standardtrekant?

e) Hvilke veerdier har du nu fundet for sinus og cosinus?

Vi summerer nu op ved at give falgende:

Definition: Sinus og cosinus

Sinus til en vinkel (her A) er det samme som lsengden af den katete (pa figuren
betegnet a,), der ligger overfor vinklen i en standardtrekant.

Cosinus til en vinkel (her A) er det samme som laengden af den katete (pa figuren
betegnet b.), der ligger hos vinklen i en standardtrekant (dvs. vinklens ene ben).

Vi kunne ngjes med disse to trigonometriske funktioner. Alle beregninger kan klares
med sinus, cosinus og Pythagoras' saetning. Der er dog tradition for at indfere endnu
en trigonometrisk funktion:

Definition: Tangens

Tangens til en vinkel er det samme som forholdet mellem kateten over for vinklen
og kateten hos vinklen i en standardtrekant.

A
vV

a) Vis, at tan(A) = gl e - |
cos(A) P

b) Vis, at tan(A) er lig med stykket FE pa tegnin- B E
gen til hgjre. 3 \

¢) Giv ud fra tegningen, og det vi fandt ud af - Y e
under punkt b, en begrundelse for navnet sinAf
tangens. ¥ I >

A cos(A) C, 1'.‘ X
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Ordene sinus og cosinus har en meget speciel oprindelse og er egentlig fejloversaettel-
ser fra arabisk. Der ligger en lille forteelling herom pa hjemmesiden. | kapitel 8, Sider og
vinkler i vilkérlige trekanter, vender vi tilbage til de trigonometriske funktioners historie.

Tabellerne over sinus og cosinus er altsd tabeller over sideleengder i en standardtre-
kant. Men sa kan vi derudfra let finde sideleengderne i den vilkarlige retvinklede trekant
ABC. Der gaelder nemlig falgende saetning:

Satning 5 - ferste version

I en retvinklet trekant ABC geelder der felgende sammenhasnge mellem vinkel og sider:
a=c-sin(A) og b=c-cos(A) og a=b -tan(A)

Bevis 5
Forstarrelsesfaktoren er ¢, og derfor gaelder der, at

a=c-a, og b=c-b, B,
Viindseetter a,=sin(A) og b,=cos(A) i ligningerne, og s far vi

c=1

a=c-sin(A) og b=c-cos(A) a a

hvilket var de forste to formler.
[

Hvis vi nu dividerer de to ligninger med hinanden, s& far vi A=A b b G c

a_ca_a

b c-b b
hvor c bliver forkortet vaek.
Ifolge definitionen kan vi konkludere, at

tan(A) = a eller a =b-tan(A)

b

hvilket var den tredje formel. /

Bemaerk, at vi lige sa godt kunne have fokuseret pa vinkel B, eller vi kan spejle trekan-
ten, sé B og A bytter plads. Dermed ville vi have fundet tilsvarende formler med B.

Satning 5 — anden version

| en retvinklet trekant ABC gaelder der felgende sammenhzenge mellem vinkel og sider:
b=c-sin(B) og a=c-cos(B) og b=a-tan(B)
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Eksempel: Konstruktion af ukendte sider

| en retvinklet trekant med £C = 90° er ZA = 38° og hypotenusen c = 22.
Vi bestemmer de ukendte sider og vinkler ved konstruktion af trekant ABC
og beskriver konstruktionen undervejs:

-

1

38° \ |
A A ,' A ‘C ,'
Vi tegner en halvlinje fra Vi konstruerer dernaest B, Endelig konstruerer vi
A, (vinkel A's hgjre ben) og idet vi med en cirkel afskae- C, idet vi konstruerer en
drejer denne 38° i positiv rer 22 af vinkel A's venstre  linje gennem B vinkelret
omlgbsretning (sd vi far ben, som netop indeholder  pa vinkel As hgijre ben,
vinkel A's venstre ben). siden c, der er 22 lang. svarende til at vinkel C er
90°.
Nu har vi konstrueret trekant ABC. Herefter benytter gL
vi veerktgjsprogrammets maleveerktej og far falgen- v
de resultater. <. \\\
22 O R
% 13,é\‘cm
\

A 17,3 cm TC"

Eksempel: Beregning af ukendte sider

Vi ser pd samme opgave som for:

| en retvinklet trekant med ~C =90° er ZA =38° og hypotenusen ¢ = 22.
Vi bestemmer de ukendte sider og vinkler ved beregning.

Da vinkelsummen i en trekant er 180°, far vi

/B =180° - £C - ZA = 180° — 90° - 38° = 52°

Vi kan nu benytte formlerne i seetning 5 til at bestemmer de to kateter:
b =c - cos(A) =22 - cos(38°) = 17,3
a=c-sin(A) =22 -sin(38°) = 13,5

Hermed har vi fundet de ukendte sider og vinkler ved beregning. Vi ser det giver
samme resultat som for.
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| en retvinklet trekant ABC, hvor vinkel C er den rette vinkel, er /B = 77°, og kateten
a=13.

Bestem de ukendte sider og vinkler ved beregning, og kontroller resultaterne ved kon-
struktion og maling.

Ovenfor beregnede vi ukendte sider ud fra oplysninger om trekantens vinkler. Vi kan
ogsa regne den anden vej, dvs. beregne vinklerne ud fra oplysninger om trekantens
sider.

| seetning 5 ovenfor isolerer vi sin(A), cos(A) og tan(A), og dermed far vi:

Satning 6 - farste version

I en retvinklet trekant ABC gaelder der felgende sammenhaenge mellem vinkel og

sider:
sin(A)=§ (o]¢] cos(A)=§ og tan(A)=

Formuler selv den tilsvarende Setning 6 — anden version med vinkel B.

De tre trigonometriske funktioner svarer altsa til de tre forhold, som vi kan danne ud fra
de tre sider i trekanten.

Praxis: Huskeregler for sinus og cosinus

Der er lavet forskellige huskeregler for disse formler med sinus og cosinus, fx disse:

. den modstaende katete . kateten overfor vinklen
e sin(vinkel)| =—— ——— eller: sin(vinke)=—————
hypotenusen hypotenusen

den hosliggende katete . kateten hos vinklen
———————— ——— eller: cos(vinkel) = ————
hypotenusen hypotenusen

e cos(vinkel) =

¢ Ved "cos" indgar tre forskellige bogstaver — ved "sin" hgrer vinkel og side
CE N
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Eksempel: Beregning af ukendte vinkler

En retvinklet trekant med £C = 90° har siderne a=7 og c = 15.

Vi bestemmer de ukendte sider og vinkler.

Vi skal finde en formel, der indeholder de to sider, vi kender. Der er flere, men vi veelger
den, som giver os mulighed for at bestemme vinkel A ud fra de to kendte sider:

sin(4) = 2
c
Vi indsaetter sideleengden og far
7
sin(A) = —
A 15

| veerktejsprogrammet kan vi nu anvende sinusfunktionen modsat, sa vi kan isolere A.
At anvende en funktion modsat eller omvendt betegnes i veerktgjsprogrammer séle-
des: 7 -
A=sin"| — | eller A= arcsin
(15] Hst

og ved udregning pa veerktgjet far vi:
A=278".

Funktionerne sin™' (eller arcsin) og cos™ (eller arccos) kaldes ogs& omvendte funktioner.

Eksempel: Lgsning ved brug af en solve-kommando

Anvendes ligningslaseren (solve), skal vi huske at angive det vinkelinterval, der er aktu-
elt i forbindelse med beregningen. Her er det en retvinklet trekant, s& den segte vinkel
ma vaere mellem 0° og 90°. Derfor skrives fx

solve(sin(va) :15, va) |0<va<90, va=27,8181

Nar vi leser et problem med brug af en solve-kommando, skal
vi altid huske at konkludere med almindeligt matematisk sprog:
Vinkel A bliver A = 27,8°

Herefter finder vi let vinkel B ud fra vinkelsummen i en trekant.
Siden b kan derefter bestemmes ved trigonometri med vinkel
B eller ved brug af Pythagoras' seetning.

Vi kan ogsé konstruere trekant ABC ud fra de angivne vaerdier
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og bestemme de resterende stykker ved at male pa figuren.

Pa hjemmesiden er vist, hvorledes ukendte vinkler kan bestemmes ved konstruktion.

Ovelse 3.49
Vi kunne ogséa have anvendt cos(B) = a
c

Benyt denne formel til at kontrollere resultaterne ovenfor.
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3. Geometri - Konstruktion og beregning

Metoden, hvor vi anvender de omvendte funktioner, svarer fra et tabelsynspunkt til, at vi
gar ind i tabellen bagfra: | stedet for at finde vinklen og sé& ga ind i tabellen for at afleese
sinus- eller cosinus-veerdien, s begynder vi inde i tabellen. Vi finder det tal, vi kender,
et eller andet sted inde i tabellen, og derefter gar vi s& vandret ud til kanten af tabellen,
hvor vi kan afleese, hvilken vinkel tallet svarer til.

Ovelse 3.50
| den retvinklede trekant ABC, hvor vinkel C er ret, geelder der, at a=6, b=8 og c = 10.
a) Konstruer trekanten, og mal vinklerne.

b) Bestem vinkel A og vinkel B ved hjeelp af formlerne for tangens, og sammenlign
resultaterne med de malte veerdier.

c) Bestem arealet af trekanten ved beregning og ved maling.

Ovelse 3.51

| trekant ABC er ZA =90°, /\B=63"0g b=7.

a) Bestem vinkel C, og bestem trekantens gvrige sider ved hjaelp af formlerne ovenfor.
b) Konstruer trekanten, og mal de resterende sider og den sidste vinkel.

c) Sammenlign de beregnede resultater med de malte.

Opgaver

Pa hjemmesiden ligger der opgaver, som omhandler konstruktion af og beregninger i
retvinklede trekanter.

6. Projekter

Pa hjemmesiden ligger en raekke projekter, der knytter sig til kapitel 3.

P& hjemmesiden ligger yderligere seerlige studieretningskapitler med oplaeg til samar-
bejde mellem studieretningsfagene, samt kapitel 10: Matematik og kultur med materia-
ler og projekter, der kan anvendes i et samarbejde med humanistiske fag eller i selv-
staendige forlgb.
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Den linezere model med regneforskriften y= ax+ b kan beskrives som plus-vakst,
idet der lzegges en bestemt talveerdi atil y-veerdien for hver gang x vokser med 1.

| dette kapitel vil vi undersgge en matematisk model for variabelsammenhange, hvor
den lineaere vaekstmodel ikke slar til.

Denne sékaldte eksponentielle vaekstmodel er en matematisk model for faanomener,
hvor y-vaerdien vokser (eller aftager) med en bestemt procent, hver gang x vokser med
1. Vi vil se, at dette ogsa kan beskrives som gangevakst.

Séadanne modeller er velegnede til at beskrive sa forskellige feenomener som udviklin-
gen i befolkningstallet og radioaktivt henfald.

Eksponentielle sammenhange kan vere givet som tabel, som graf, som formel og ved
en sproglig beskrivelse, og det er vigtigt at kunne oversette mellem de fire former.
Undervejs gives en grundig indfering i procentregning.

Vi begynder med en fortelling om Darwin og om hvordan eksponentielle modeller ledte

ham pa vej mod evolutionsteorien.
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4. Eksponentielle veekstmodeller

1. Darwins evolutionsteori

Da Charles Darwin i 1836 vender hjem til England fra sin jordomsejling, har han veeret
péa togt i fem &r. Han er bare 27 &r, og foran sig har han lagerhaller fyldt med materialer,
der er blevet indsamlet undervejs. Det er alskens praeparater af planter og dyr, det er
sten og jordprover, det er notater, tegninger osv. tilsyneladende i ét virvar. Hvordan far
han systematiseret det? Og hvilke forudszetninger har han?

Efter at have studeret teologi i nogle ar
havde Darwin kastet sig over naturvi-
denskab, bade teoretisk og med feltar-
bejde. Dengang var greenserne ikke sa
skarpe mellem fagene, som de siden
blev, men man kan sige, at han rejste
ud som geolog og naturgeograf og kom
hjem som biolog.

Den evolutionsteori, han siden formule-
rede, sprang ikke i gjnene pa ham, mens
han rejste. Han kom til Galapagos-oer-
ne, som er vulkanske ger, der er opstaet
for ca. fem millioner &r siden. Qerne lig-
ger med s& stor afstand til fastlandet, at
dyrelivet har udviklet sig helt saeregent.
Han tegnede, hvad han s& — keempe-
skildpadder, finker i mange varianter og
ukendte planter.

Darwin sa bl.a. at nogle bestemte fugle, de
sdkaldte jordfinker, havde udviklet meget
forskellige naeb, der var tilpasset den type af
fro, der var pa netop deres o.

Darwin var egentlig inviteret med for at holde kaptajnen pa det britiske
fladeskib HMS Beagle ved selskab, men for Darwin var det en enestdende
mulighed for at gennemfare en naturvidenskabelig ekspedition til steder,
der kun sjeeldent eller aldrig for var blevet besogt. Han rejste ikke ud for at
undersoge bestemte hypoteser eller afprove en teori, men for at iagttage,
beskrive og indsamle.

Med sig pa rejsen havde han et nyligt ud-
kommet og meget omtalt veerk om geo-
logi og Jordens udvikling, Charles Lyells
Principles of Geology. Veerket, hvis forste
bind udkom i 1830, var baret af tanken om
Jordens udvikling. Men hvis udviklings-
tanken skal seettes i stedet for skabelses-
tanken i geologien, s& ma det ogsa geelde
for de levende arter. Livet har udviklet sig
og er ikke bare blevet skabt for 6000 ar si-
den, som kristne fundamentalister mente.
Men hvordan, med hvilken mekanisme
eller drivkraft? Det gav finkerne, der i dag
kaldes Darwins finker, ikke i sig selv noget
svar pa.
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Darwins skitse af livets trae — den forste model for livets udvikling,
som han tegnede. En rentegning heraf var i evrigt den eneste illu-
stration i "Origin of Species".
Teksten er gengivet nedenfor.

"I think Case must be that one generation then should be as many
living as now.

To do this & to have many species in same genus (as is) requires
extinction.

Thus between A & B immense gap of relation. C & B the finest
gradation, B & D rather greater distinction. Thus genera would be
formed. — bearing relation"

Darwin kendte naturligvis til det avisarbejde, hvormed men-
nesker kan fremme bestemte gode egenskaber ved at vaelge
de dyr ud, der parres. Der var hos Darwin og mange andre en
klar opfattelse af, at egenskaber nedarves — hgje mennesker
far normalt hgje bern osv. Men hvordan i naturen?

P& Darwins tid var man ikke i stand til at forklare princip-

perne i, hvordan egenskaber nedarves — man troede, at
afkommets egenskaber var en slags gennemsnit af foreeldrenes. Men man vidste godt,
der var noget galt med denne forklaring — en hvid og en sort kat far ikke bare lysegra
killinger. Hvis egenskaber nedarves ved at tage gennemsnittet, sa ville der ikke blive
starre, men stadig mindre variation. Sa det ville ikke veere et princip, der kunne forklare
udviklingen.

Ovelse 4.1

Vi antager, at en bestemt egenskab (@jenfarve, hgjde etc.) kan repreesenteres med
talveerdier pa en skala fra 1 til 100.

a) Veelg 16 tilfeeldige tal mellem 1 og 100. Overvej, hvordan man kan gere det!

b) Vi parrer nu tilfeeldigt de 16 tal sammen to og to og tager gennemsnittet, som re-
praesenterer talvaerdien for samme egenskab hos parrets "bern". Gentag processen
med 16 nye par. Sa har vi i alt 16 "bgrn". Sammenlign nu egenskaber (dvs. talveerdi-
erne) i anden generation i forhold til den forste.

c) Gentag proceduren endnu en gang, sa vi far en tredje generation.

d) Hvad er konklusionen, hvis en udvikling styres af denne mekanisme? Man kan fx
anvende begreber fra beskrivende statistik som middeltal, spredning og boksplot.

| sit arbejde med at systematisere det omfattende materiale og forsgge at forsta arter-
nes udvikling laver Darwin i 1837 den skitse, han kalder livets tree, og som fanger noget
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4. Eksponentielle vaekstmodeller

vaesentligt: Menneskene nedstammer ikke fra aberne, men vi har sammen med aberne
en feelles "forfader". Darwins finker nedstammer ikke fra én af typerne, men sammen
nedstammer de fra en feelles "urfinke". Men hvad er drivkraften i denne udvikling. Hvad
kan forklare, at nogle arter bukker under, andre overlever og udvikler sig?

Darwin har i sin selvbiografi fra 1876 forklaret, hvad der fik ham pa sporet:

"In October 1838, that is, fifteen months after | had begun my systematic inquiry, |
happened to read for amusement Malthus' On Population, and being well prepared to
appreciate the struggle for existence which everywhere goes on from long-continued
observation of the habits of animals and plants, it at once struck me that under these
circumstances favourable variations would tend to be preserved, and unfavourable
ones to be destroyed. The results of this would be the formation of a new species.
Here, then | had at last got a theory by which to work".

Ovelse 4.2

Via hjemmesiden kan man finde Darwins samlede veerker, breve, optegnelser, illustra-
tioner mv. Meget af materialet er kommenteret.

Thomas Malthus' bog fra 1798, An essay on Population, var et kendt og meget kontro-
versielt veerk. Malthus' pastand var, at sult og elendighed nzermest er uundgaeligt, idet
befolkningstallet altid vil udvikle sig mere eksplosivt end produktionen af fadevarer, da
det forste udvikler sig eksponentielt, og det andet udvikler sig lineaert. Man kan sige, at
det var et af historiens ferste bud pa Graenser for vaskst, omtalt i kapitel 1.

Malthus' pastand kan illustreres grafisk saledes: 5
= g Befolkningstal
zz
. . o : : S
Darwins tolkning er, at der altid vil opsta situationer, hvor der er flere g 2
individer af en art, end der er "plads til", og at i sddanne situationer vil :—E §
[
de, der er bedst tilpasset levevilkarene det pageeldende sted, overleve. i Fodevare-
maengde
Det er altsa simpelthen forskellen i vaekstmodellerne, der farer til det
udskilningslgb, vi kalder naturlig selektion. Ar

Darwin arbejdede med sin teori fra slutningen af 1830%erne og frem til 1859, hvor han
udsendte sit forste veerk, der fik titlen: On the Origin of Species by Means of Natu-

ral Selection or the Preservation of Favoured Races in the Struggle of Life. | samme
periode arbejdede en anden videnskabsmand, Alfred Russel Wallace, pa en lignende
teori gennem studier i Sydamerika og Asien, og i 1858 sendte han sin teori til Darwin,
som til sin overraskelse opdagede, at den stemte overens med hans egen! Mens Dar-
win skrev sit forste vaerk, brugte Wallace i stedet sin tid pa yderligere rejser og feltstu-
dier. Darwins fgrste veerk blev oversat til alle sprog og fik en enorm indflydelse. | 1872
udkom det p& dansk, oversat af forfatteren J.P. Jacobsen.
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Ovelse 4.3

Via hjemmesiden kan man finde uddybende materiale om Darwin og Wallace.

Som omtalt kendte Darwin ikke arvelighedslovene. Men naesten samtidig med at han
publicerer sit veerk, gennemfarer en gstrigsk munk, Gregor Mendel, nogle banebryden-
de forsgg om, hvordan visse planters egenskaber nedarves. Han publicerer sine opda-
gelser i 1865, og vi ved at Mendel lzeste Darwin — men det omvendte var ikke tilfaeldet.
Mendel var fra Brno i Tjekkiet (dengang i @strig-Ungarn), langt fra videnskabens centre,
og han var langt forud for sin tid. P& B- og A-niveau vil vi ga dybere ned i dette.

Darwin manglede ogsa en teori, der kunne begrunde, at Jorden er betydeligt eeldre,
end man dengang troede. En udvikling, der kan skabe en sadan variation fra de encel-
lede organismer til os mennesker, kreever lang tid. Den store engelske fysiker lord Kel-
vin foretog omfattende beregninger baseret pa teorier om afkeling af varme legemer,
og han paviste, at med Jordens nuvaerende temperatur, méatte dens alder
veere under 100 millioner ar, hvilket var alt for kort et tidsspand. Han skrev dog, at der
kunne veere skjulte variable, han ikke kendte. Det var der, og det vender vi tilbage til i
afsnit 7 om fordoblings- og halveringskonstanter.

2. Eksponentiel vaekst og procentregning

De to grafer, der er gengivet i illustrationen af Malthus pastand, viser, hvad der kende-
tegner lineaer og eksponentiel vaekst. Hvis vi kalder den uafhaengige variabel x og den
afhaengige variabel y, sa kan disse to former for veekst karakteriseres ved folgende:

Lineeer vaekst:
Nar x vokser med 1 vokser (eller aftager) y med et bestemt tal a.

Eksponentiel vaekst:
Nar x vokser med 1 vokser (eller aftager) y med en bestemt procentdel r.

Mathus’ grafer snyder ikke! Uanset hvor stor tilveeksten er pa en linezer funktion, sa vil
lineger veekst pa et eller andet tidspunkt blive overhalet af eksponentiel vaekst.

2.1 Sadan regnes med procenter og indekstal

Procent skrevet som brgk 8% = 8 27% = 27 150% = 150
100 100 100

(procent betyder hundrededele)

Procent omskrevet til decimaltal 8% = 0,08 27% = 0,27 150% =1,5

(udfer divisionen med 100)
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4. Eksponentielle veekstmodeller

a) Omskriv felgende procenttal til decimaltal:
1) 12% 2) 0,1% 3) 100% 4) 2%

b) Omskriv folgende decimaltal til procenttal:
1) 0,13 2) 0,04 3) 3 4) 0,005

Nar vi udregner fx 15% af 420, kan det gares saledes:
1%af4202@:4,2
100
15% af 420 =15-4,2 =63
Vi udferer her to regneoperationer.

Dette kan vi sld sammen til en beregning, idet vi udnytter, 15% = 0,15:
15% af 420 =0,15-420=63

Formel nr. 1 til procentregning
Vi kan udregne en procentdel af et tal K ved at udregne K - r, hvor r er procenten

omskrevet til decimaltal.

a) En faggruppe med en gennemsnitslen pa 360.000 arligt, far en lgnstigning pa 1,8 %.
Hvor mange kroner svarer det til?

b) En bank meddeler de kunder, der har en bestemt pensionsopsparing, at der det
seneste ar var et tab pa 23 %. Hvor meget har en person med en opsparing pa
850.000 kr. tabt?

Nar vi taler om veekstfeenomener, er vi interesserede i at kunne leegge en procentdel
til en startveerdi.

Eksempel: Sadan laegges procent til et tal
Vi skal laegge 12 % til tallet 650.

12% =0,12 Omskriv til decimaltal
650-0,12=78 Udregn 12% af 650
650 + 78 =728 Leeg tilveeksten til startveerdien

Igen gennemforer vi tre regneoperationer, som kan skrives sammen til en regne-

operation, nemlig
Slutveerdi = 650+650-0,12=650-(1+0,12) =650-1,12 =728
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Beregningen i eksemplet kan naturligvis laves med alle tal, sa vi far:

Formel nr. 2 til procentregning

Hvis en startveerdi K, vokser med en procentdel, der omskrevet til decimaltal
betegnes r, sa kan slutvaerdien K udregnes saledes:

Slutveerdi = Startvaerdi - (1 +r)

dvs. som formel far vi:

K=K,-(1+r)

Bevis for formel 2

Ifelge formel 1 vokser startveerdien K, med tallet K, - r.
K=K,+K,-r Laeg tilveekst til startveerdien
K=K,-(1+71) Seet K, uden for parentes
Formlen pé hajre side kan kontrolleres ved at gange parenteserne ud og se, at vi far
hgjresiden i ligningen oven for.
Med andre ord har vi vist, at Slutveerdi = Startvaerdi - (1 +r) eller K=K - (1 +r). V

Bemeerk: Regning med parentesregler er naermere uddybet i kapitel 7: Tal og ligninger.

Gennemfor selv et argument efter samme retningslinjer for falgende variant af formel 2:
Hvis en startveerdi K aftager med en procentdel, der omskrevet til decimaltal betegnes r,
sd kan slutveerdien K udregnes saledes:

Slutveerdi = Startveerdi - (1 -r) eller K=K - (1-r)

Vi ngjes normalt med én formel, nemlig den vi betegner formel nr. 2, og vedtager derfor:

Praxis: Procentvaekst regnes med fortegn
Ved positiv vaekst (y-vaerdien vokser) regnes tallet r som positivt.

Ved negativ veekst (y-vaerdien aftager) regnes tallet r som negativt.

Formel 2 kan forstas saledes:
« 1-tallet repraesenterer det, vi har i forvejen og stadig har
* rreprassenterer det, vi far ekstra (eller det, vi taber)

Formel 2 er en ligning, hvor der indgar tre symboler. Kender vi talvaerdien for to af disse,
kan vi finde den tredje. Den folgende gvelse gennemgar de tre opgavetyper.
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4. Eksponentielle veekstmodeller

Besvar folgende spergsmal efter opskriften:
Angiv de variable. Indsaet de talveerdier vi kender i formlen. Bestem den ukendte.

a) En toejforretning reklamerer med, at udsalgspriserne er sat 40 % ned. En eftertragtet
kjole kostede for udsalget 800 kr. Hvad koster den nu?

b) Huspriserne faldt i et bestemt &r med 28 %. En ejerlejlighed udbydes til salg for 1,2
millioner kr. Hvad ville den have kostet for et ar siden?

c) En kvinde begynder at treene, og efter en periode er konditallet steget fra 35,6 til
39,1. Hvor mange procent er det steget med?

Definition: Indekstal

En variabelsammenhzang, der er givet pa tabelform med tiden som uafhaengig
variabel, kan omskrives til indekstal saledes:

Tabelveerdierne omregnes til procenttal ud fra en bestemt startveerdi, som seet-
tes til 100.
Er der tale om arstal, kaldes starttidspunktet for basisaret.

Eksempel: Regning med indekstal

Den gennemsnitlige m2-pris for ejerlejligheder udviklede sig i et bestemt omrade séle-
des, at prisen i kroner var 11000 i 2001, 15000 i 2005, 17500 i 2007 og 13800 i 2009.
Vi vil omregne tallene til indekstal med 2001 som basisar.

Basisaret er 2001, s indekstal for 2001 er 100.

11000 er startveerdien. Indekstallet for 2005 beregnes ved

Slutveerdi = Startveerdi- (1+r)
15000 = 11000 (1+r)

_ 15000 _
1+r= 11000 1,36

Indekstal for 2005 fas derfor ved at omregne 1,36 til procenttal, dvs. 100 - 1,36 = 136.
Udfyld nu selv tabellen:

Arstal 2001 2005 2007 2009 2010
Absolutte tal 11000 15000 17500 13800
Indekstal 100 136 132

Af tabellen kan vi fx afleese, at kvadratmeterprisen er steget med 32% fra 2001 til
2010. Men vi kan ikke direkte afleese, med hvor mange procent kvadratmeterprisen er
steget fra 2005 til 2010.
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Opgaver
Pa hjemmesiden ligger en reekke opgaver, hvor vi anvender formel 2.

Metoden med at lgse procent-opgaver som gange- og divisionsstykker, viser iszer sin
styrke, nar vi skal lase opgaver, hvor der er tale om procent-veekst over mange perio-
der, eksempelvis opgaver af typen:

5000 kr. indseettes pa en uddannelsesopsparing, hvor renten er 2,5% om aret.
Hvor meget star der pa kontoen om 14 &r?

Det ville veere besveerligt at udregne dette ar for &r. Men heldigvis kan formel 2 udvides.

Definition: Vaekstrate

Nar en storrelse vokser (eller aftager) med samme procent over flere perioder,
fx flere ar, sa kaldes denne procent for vaekstraten.

Formel nr. 3 til procentregning

Hvis en startveerdi K, vokser (eller aftager) med vaekstraten r gennem n perioder,
sé kan slutvaerdien K udregnes séaledes:

K=K,-(1+r)

Bevis for formel 3
Efter forste periode kan slutveerdien, som vi kalder K;, udregnes ved

K=K, -(1+1)

Det har vi fra formel 2. Bemeerk, at formel 2 geelder bade for positiv og negativ r,
s det er ogsa her ligegyldigt, om r er positiv eller negativ.

I anden periode kan vi opfatte K, som startveerdi, og slutveerdien, som vi kalder K,
kan derfor udregnes ved

K,=K,-(1+71)
Nu indsaetter vi heri formlen for K, som vi opskrev ovenfor, og vi far

K=K (1 +0 =K, (1+0-(1+0=K,-(1+n

Gennemfer et tilsvarende argument for, hvorledes vi kan udregne slutveerdien K|
efter tredje periode.
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4. Eksponentielle veekstmodeller

Vi kan nu se mgnstret: Formlen mé& gaelde for 4, 5, 6 osv., altsa for alle tal n. Vi kunne
kalde slutveerdien K, men der er stgrre tradition for bare at kalde den K. Hermed har
vi argumenteret for formel 3. Handler det om penge, siger formlen, at man far renters

rente. v

Det preecise matematiske bevis for formlen er et sakaldt induktions-
bevis. Sddanne beviser er ofte i spil, nar vi skal vise, at en formel
geelder for alle naturlige tal (1, 2, 3, ...).

Ideen i et induktionsbevis er fglgende:

Vi viser forst, at formlen gaelder for det eller de forste tal, fx for 1, 2

og 3. Vi kunne ngjes med tallet 1, men ved at gentage far vi maske

en ide til neeste trin.

| neeste trin viser vi nemlig, hvordan vi kan indse, at formlen gaelder
for et bestemt tal n+1, ud fra en viden om at formlen geelder for det
foregaende tal n.

Ved at kombinere farste og andet trin kan vi nu se, at formlen skridt
for skridt kommer til at geelde for alle tal.

Induktionsbeviser sammenlignes af og til
med dominobrikker der veelter.

Pa hjemmesiden er der materialer om induktionsbeviser.

2.2 Eksempler pa anvendelse af formlen K=K - (1 + N’

Formel 3 er en ligning, hvor der indgér fire symboler. Kender vi talveerdien for tre af
disse, kan vi finde den fierde. Der er séledes fire opgavetyper.

Anvendelse 1: Ukendt slutveerdi K
5000 kr. indseettes pa en uddannelsesopsparing, hvor renten er 2,5% om aret. Hvor

meget star der pa kontoen om 14 &r?

Vi afkoder, dvs. vi opskriver, hvilke talvaerdier de enkelte symboler har:
K,=5000, r=0,025, n =14,

og indseetter i formlen:

K =5000-(1+0,025)"* = 5000-1,025™ = 7064,87

Konklusion: Der star 7064,87 kr. pa kontoen efter 14 ar.

Anvendelse 2: Ukendt startveerdi K

Jordens befolkningstal pastas at veere vokset med 2% om aret gennem de sidste 100
ar. Hvis det er korrekt, og nar der i ar 2010 er 6,9 milliarder mennesker p& Jorden, hvor
mange mennesker var der sd i 19507
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Vi afkoder, dvs. vi opskriver, hvilke talveerdier de enkelte symboler har:
K,=6,9, r=0,02, n=60,

og indseetter i formlen:
6,9 = K, - (1+0,02)%

Dette er en ligning, hvor den ubekendte er K. Vi demonstrerer to lgsningsmetoder.

Losningsmetode 1

Ligningen lgses ved omskrivning:
6,9
K,=———=2,10
¢ 1,02®

Konklusion: Jordens befolkningstal var i 1950 ca. 2,1 mia., hvis pastanden holder.

Losningsmetode 2

Ligningen lgses med en solve-kommando:

Solve(6,9 = K, -(1+0,02)®, K)
K,=2,10

Konklusion: Jordens befolkningstal var i 1950 ca. 2,1 mia., hvis pastanden holder.

Anvendelse 3: Ukendt veekstrate r

Antallet af mennesker i verden, der er over 60 ar, vokser kraftigt. | 1950 var der 205 mil-
lioner p& verdensplan. | 2006 var tallet vokset til 688 millioner. Hvis vi antager, at dette
tal er vokset med en fast procent om &ret, hvor stor er da denne procent?
Vi afkoder, dvs. vi opskriver, hvilke talvaerdier de enkelte symboler har:

K,= 205, K=688, n =56,
og indseetter i formlen:

688 =205-(1+n" *)
Dette er en ligning, hvor den ubekendte er r. Vi demonstrerer tre lgsningsmetoder.
Losningsmetode 1
Ligningen lgses med en solve-kommando:

Solve (688 = 205 - (1 +1)%, r)
r=0,022

Konklusion: Antallet af mennesker over 60 ar vokser med 2,2 % om aret.

Losningsmetode 2

Ligningen lgses ved at anvende rodfunktionen.
Rodfunktioner kender vi fra kvadratroden, hvor \/E =5, fordi 5% = 25.
Tilsvarende er /1000 =10, fordi 10° = 1000.

Hvad er matematik? C, Grundbog, e-bog 978 87 7066 549 0 © L&R Uddannelse, Kgbenhavn
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Definition: Den n'te rod
Lad a veere et positivt tal. Ved den n'te rod af a, der skrives saledes: 4’/5 , forstas

det positive tal x, hvorom der geelder: x" = a.

Ligningen (*) leses nu med anvendelse af en rodfunktion:

688 =205 (1 +n°

(+r)* = 688 _ 3,356 Divider med 205
205
1+r =%/3,356 = 1,022 Uddrag den 56. rod
r=1,022-1=0,022 Isoler r

Konklusion: Antallet af mennesker over 60 ar vokser med 2,2 % om aret.

Losningsmetode 3

Ligningen lgses grafisk. v f,(r) = 688
I ligningen betragter vi venstre side og hgjre side som forskrifter (0,0219, 688)
for hver sin funktion, dvs.
Venstre side: y =688 £, =205-(1+n%
Hoijre side: y=205-(1+n%* —
hvor r er den uafhaengige variabel. 1po .
0,005 r

Vi tegner graferne for hvert af de to udtryk i det samme koordinatsy-
stem og afleeser skeeringspunktet mellem de to grafer, som vist pa figuren.

Konklusion: Veekstraten r = 0,0219, s& antallet af mennesker over 60 ar vokser med
2,19 % om éaret.

Undersgg, hvordan du uddrager roden af et tal pa dit veerktejsprogram, og kontroller
resultatet ved at oplafte i den tilsvarende potens fx:

%/3,356 = 1,022, fordi 1,022%° = 3,356

Den vaekstrate, vi fandt ovenfor pa 2,2 %, kaldes af og til den gennemsnitlige procent.

Definition: Gennemsnitlig procent
Givet en startveerdi K og en slutveerdi K efter n perioder, hvor der har veeret ud-
sving i den enkelte perioders vaekstrater.

Ved de gennemsnitlige procent forstar vi den konstante procent, der gennem de
n perioder ville have givet samme slutvaerdi.
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Ovelse 4.11
Den gennemsnitlige procent er ikke, hvad vi normalt forstar ved gennemsnit.

a) Udregn ved brug af formel 2 den samlede procentvise befolkningstilvaekst i perioden
1950 til 2006 i eksemplet fra Anvendelse 3 ovenfor.

b) Udregn falgende starrelse: Den samlede procentvise vaekst divideret med antal

ar (56), og sammenlign resultatet med det, vi fandt i Anvendelse 3: r=2,2%.

Den fejl, vi laver ved blot at dividere, kan forklares ved, at perioden betragtes, uden at
der tages hensyn til "procent af procent", som man kender fra begrebet "renters rente".

Ovelse 4.12

Huspriserne udviklede sig i et bestemt omrade saledes:
Fra 2000 til 2003 steg de med 18 %. Fra 20083 til 2006 steg de med 26 %. Fra 2006 til
2008 steg de med 5%. Fra 2008 til 2010 faldt de med 32 %.

a) Hvad var den samlede procentudvikling i &rene 2000 — 20107?

b) Hvad var den gennemsnitlige procentvise udvikling i &rene 2000 - 20107?

Anvendelse 4: Ukendt antal perioder n

I 2003 blev der konstateret 1222 tilfeelde af modermeaerkekraeft i Danmark, og i arene
efter voksede antallet arligt med 5,5%. Hvornar vil antallet af tilfaelde vaere oppe pa
2000, hvis vi antager udviklingen fortsaetter?

Vi afkoder, dvs. vi opskriver, hvilke talvaerdier de enkelte symboler har:

K,= 1222, K =2000, r=5,5% = 0,055
og indseetter i formlen:
2000 = 1222 - (1 + 0,055)" *)

hvor n angiver antallet af ar efter 2003.
Dette er en ligning, hvor den ubekendte er n. Vi demonstrerer to metoder.

Losningsmetode 1

Ligningen lgses med en solve-kommando:

Solve(2000 = 1222 - (1 + 0,055)™ n)
n=9,20

Konklusion: Antallet af tilfeelde med modermaerkekreeft vil veere oppe pa 2000 mere
end ni ar efter 2003, dvs. engang i &r 2013.
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4. Eksponentielle veekstmodeller

Lasningsmetode 2

Ligningen loses grafisk. y

I ligningen betragter vi venstre side og hejre side som funktionsudtryk for fy(n) = 2000

hver sin funktion: (9,202, 2000)
Venstre side: y =2000
Hojre side: y =1222 - (1 + 0,055)" —1 fny=1222-(1+0,055)"

hvor n er den uafhaengige variabel.

Vi tegner graferne for hvert af de to udtryk i det samme koordinatsystem,

og afleeser skaeringspunktet mellem de to grafer, som vist pa figuren. 200

Bemaerk at vi p& figuren har navngivet de to funktioner f, og f,. 1 n

Konklusion: Antallet af tilfaelde med modermaerkekraeft vil veere oppe pa 2000 mere
end ni ar efter 2003, dvs. engang i ar 2013.

Der findes en tredje metode: Losning med anvendelse af logaritmer. Den er seerlig
vigtig, og den behandles derfor i et saerskilt afsnit nedenfor.

Pa hjiemmesiden findes projekter om udvidet rentesregning, sakaldt annuitetsregning.

2.3 Sadan regnes med logaritmer

Logaritmefunktionerne er konstrueret som regnetekniske funktioner, der kan hjeelpe med
til at lgse eksponentielle ligninger, dvs. ligninger, hvor den ukendte str i eksponenten.

Der findes som standard to logaritmefunktioner pa vaerktejerne, log(x) og In(x). Til
praktiske formal udnyttes normalt log(x), der ogsé kaldes titalslogaritmen, fordi den
bygger pa titalssystemet. In(x) kaldes den naturlige logaritme og spiller en stor rolle i
matematisk teori. Men de kan bruges helt parallelt, og hvor der i det foelgende er an-
vendt log kunne vi lige s& godt have anvendt In.

| kapitel 6 gar vi mere i dybden med logaritmefunktionernes oprindelse og egenskaber.
Her har vi blot brug for en af de sakaldte logaritmeregler:

Praxis: Anvendelse af logaritmeregel

For alle tal x og alle positive tal a geelder falgende regneregel for logaritmer:
log(a*) = x -log(a), og tilsvarende: In(a*)= x-In(a)

Med denne logaritmeregel kan vi fa eksponenten x ned pa linjen, sa den i stedet
skal ganges med logaritmen log(a), hvilket gar det muligt at isolere x.

En god huskeregel, hvor man benytter sig af at stave ordet "lokke" forkert, er:

Logaritmen “logger" x ned pa linjen!
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Vi laser som eksempel en ligning med anvendelse af logaritmereglen.
Los ligningen:
3,901 - 1,284" = 123,572

1,284* = 1139?):2 Divider med 3,901
1,284 = 31,677 Omsaet til decimaltal
log(1,284*) = log(31,677) Anvend log
x -log(1,284) =109(31,677) "Log" x ned

=13,823 Isoler x og udregn
log(1,284)

Konklusion: Lesningen er x = 13,823

Los nu ved hjeelp af logaritmer ligningen: 2000 = 1222 - (1 + 0,055)", som vi opstillede
i forrige afsnit: Anvendelse 4: Ukendt antal perioder n.

Los folgende ligninger trin for trin, idet logaritmen anvendes til at "logge" x ned.
a) 5,7 - 0,839* = 113,9

b) 0,999% = 0,0003

c) 12 - 2,8 = 1,02 - 3,1* (Benyt en potensregel)

Kontroller resultaterne med en solve-kommando.

Logaritmefunktionerne anvendes af mange andre fag, bl.a. fordi de kan lave uoversku-
eligt store intervaller af tal om til sma og overskuelige intervaller. Intervallet fra 1 til
1 million komprimeres med log til intervallet fra 0 til 6, som illustreret i tabellen:

X 1 10 100 1000 10000 100000 1000000 10”

log(x) 0 1 2 3 4 5 6 X

Tabellens tal giver et indtryk af, hvor voldsom eksponentiel veekst kan vaere. Det kan
man fa et visuelt indtryk af via hiemmesiden, hvor der zoomes ind fra fijerne galakser
pa et tree i en have pa Jorden og videre ind i det indre af atomerne.
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| kapitel 6 giver vi eksempler pa anvendelse af logaritmefunktioner i andre fag.

Nar talsterrelser angivet i enheder som decibel og Richter i virkeligheden er logaritmiske
tal, har vi ogsa brug for at kunne regne baglaens, dvs. bestemme det faktiske tal, der
ligger bag tal som 80 decibel eller 6,5 pa Richterskalaen. Hertil benyttes logaritmefunk-
tionernes omvendte funktion. For log(x) er den omvendte

funktion 10*, som tabellen ovenfor demonstrerer.

Vi vil illustrere dette med jordskeelvet pa Haiti 2010.

12. januar 2010 om eftermiddagen lokal tid blev Haiti ramt af et katastro-
falt jordskeelv. | medierne fortalte de dagen efter, at jordskeelvet var malt
til en styrke pd 7,0 pa Richterskalaen.

Richterskalaen er en sddan komprimeret skala, der i et kort interval géar fra
de svageste til de altodelzeggende jordskeelv. Ved et jordskeelv af styrke
7,0 udloses en energi ved overfladen, der er ca. 30 gange starre end ved
jordskeelv af styrke 6,0.

Eksempel: Losning af ligning hvor log indgar
Sammenhangen mellem Richtertallet for et jordskeelv og den energi, der udlgses, er
givet ved formlen

log(E)=1,5-M+4,8
hvor M er Richtertallet, og E er energien malt i joule.
Hvor stor en maengde energi blev der udlgst ved jordskaelvet pa Haiti?
Vi indseetter oplysningerne i formlen og far
log(E)=1,5-7+4,8=15,3
Logaritmen (log) ophaeves nu ved at anvende den omvendte regneoperation, som er 10*

E =10 =1,995010"

Konklusion: Den samlede udlgste energi er ca. 2 - 10" joule.

Atombomben over Hiroshima var pa 19 kiloton, hvor 1 kiloton svarer til 4,2 - 10" joule.
Sammenlign meengden af energi udlgst ved jordskaelvet med energien udlgst ved atom-
bomben.

Via hjemmesiden kan man finde yderligere materialer om jordskeelv.

Opgaver
P& hjemmesiden ligger en reekke opgaver i tilknytning til afsnit 2.
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3. Potenser og potensregneregler

Hvis et lands befolkningstal vokser med 2% arligt, betyder det naturligvis ikke, at der
hvert nytar pludselig sker et stort antal dedsfald og fadsler, s& befolkningstallet dagen

efter er vokset med 2%. Har man en uddannelses- eller en pensionsopsparing, skrives

der godt nok renter til én gang arligt, men hasver man belgbet midt pa aret, far man
naturligvis renter for hele den periode, opsparingen har varet.

Hvis startveerdien er et fast tal, og vi opererer med en fast veekstrate, sa kan vi be-

tragte ligningen

K=K,-(1+n"

som en sammenhasng mellem den afhaengige variabel K og den uafhaengige variabel
n. Men formlen omtaler kun hele tal n, s& hvordan udregner vi veerdier af variablen K
(slutveerdien), nér vi betragter et tidspunkt mellem to veerdier af n fx mellem 10 og 11?

150

Lad os antage (hvad der ikke er helt korrekt), at Jordens befolkningstal er vokset med
en fast arlig procent siden 1950. Befolkningstallet var 2,5 milliarder i 1950 og er 6,9
milliarder i 2010.

a) Gor rede for, at vaekstraten under disse forudsaetninger er 1,7 %.

b) Overvej, hvordan befolkningstallet ét &r fremkommer af befolkningstallet aret for
ved blot at gange med det samme tal hver gang, og udfyld en tabel som denne i et
veerktojsprogram:

Arstal 1950 1951 1952 1953 ... 2009 2010
Antal ar efter 1950 0 1 2 3 59 60
Befolkningstal 25 L. 6,9

c) Angiv de variable, og angiv hvilken af disse, der er den afhaengige variabel og hvil-
ken, der er den uafhaengige variabel.

d) Plot datapunkterne og tegn den grafiske repraesentation af sammenhangen mel-
lem befolkningstallet og antal ar efter 1950, idet punkterne forbindes med en "bled
kurve".

Dette er et eksempel pa eksponentiel vaekst. Denne graf ma repraesentere et godt
bud pa de segte veerdier af K, nar den uafheengige variabel er et tal mellem to hele tal.
Hvis formlen for variabelsammenhasngen skrives

y=2,5-1,017"
hvor x er antal ar efter 1950 og y er befolkningstallet, kan vi udregne y for alle veer-
dier af x.

e) Udregn befolkningstallet midt i &r 2000, og sammenlign med den veerdi, man kan
afleese pa kurven i d).
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3.1 Udvidelse af potenshegrebet

Vi kender potenser med naturlige tal, og for dem geelder de fem potensregler:
For alle tal a og b (#0) og alle naturlige tal n og m geelder:

1) a"-a" =a"" Eks: 32.3°=3°
a" _ _om °
2) -4 Eks:3—2=3“
a 3
3) (@")" =a"™ Eks: (3¢) =82 =3°
a" @l 8° 80
— = —— =925
4) b %E Eks e QE
5 a"-b"=(@-b) Eks: 2°-3°=(2-3)°=6°

Vi vender i kapitel 7, Tal og Ligninger, tilbage til dette, men prav selv at argumente for
regnereglerne.

Vi s& ovenfor et grafisk argument for, at potensbegrebet ma kunne udvides, s& 1,017%
eller generelt a*, hvor a er positiv, far mening for alle tal x. Den preaecise definition heraf
vender vi tilbage til p& A-niveau.
Vi tager her de indledende skridt og illustrerer dette med y = 2*.
Betragt tabellen:

+1 -1
T <

X 0 1 2 |3 4 |5

y=2|1 12|44 |8]|16]|32

S Qs
2 2

Hver gang vi gér et skridt til hajre ganger vi med 2. Men heraf falger jo ogs4, at hver
gang vi gar et skridt til venstre, dividerer vi med 2. Vi kan derfor fortseette tabellen til
venstre og tilbageskrive tabellen forbi startpunktet:

X 5 4 3 -2 4 0 1 2 3 4 5
1 1 1 1
y=2" » % 8 1 2 1 2 4 8 16 a2
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Denne tabel kan lezeses som en udvidelse af totalspotenserne. Systematikken opfordrer
os til at definere 27" = 217 og 2°=1.
De fem potensregler ovenfor udvides derfor med fglgende to potensregler:

Definition: Potenser med 0 og med negative tal
For alle tal a #0 defineres:

a’=1 Eks: 4°=1

Eks: 3*2=l2=1
3 9

For eksponentielle veekstmodeller geelder altsa:
Gar vi et skridt frem i tabellen, ganger vi med a, gér vi n skridt frem i tabellen, ganger vi
med a", og gar vi n skridt tilbage i tabellen, ganger vi med a™.

Hvad med tallene indimellem? Hvad skal eksempelvis pu betyde?

Hvis reglen om, at vi ganger med 2", nar vi gar n skridt frem, skal generaliseres, s& ma
vi gange med 2%, nAr vi gar % skridt frem. Efter endnu % skridt ganges igen med 2:.
Men nu er vi géet et helt skridt frem, hvilket svarer til at gange med 2, dvs.

1

22.27 =2
hvilket betyder, at
(') =2
Alts& ma der geelde
2: =2

hvis systematikken skal gaelde for alle tal.

a) Argumenter for, at systematikken farer frem til, at 25 =32.

b) Argumenter for, at systematikken forer frem til yderligere to potensregler:

Definition: Potenser med brgker
For alle tal positive a # 0 defineres:

, fordi 2° = 64
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Potensregnereglerne gaelder som udgangspunkt for de naturlige tal. Men potens-
begrebet udvides pa en sddan made, at potensreglerne kommer til at geelde for alle
eksponenter og for alle positive tal a og b.

Pa hjemmesiden er der et materiale om udvidelsen af potensbegrebet.

4. Eksponentialfunktionerne y =b - a*
og deres grafer

4.1 Eksponentialfunktioners regneforskrift

I afsnit 2 undersagte vi grundigt formlen K=K, - (1 +r)", og vi s& eksempler p& en
grafisk fremstilling af den eksponentielle veekst, der beskrives med denne formel.
Vi generaliserer nu dette og definerer, hvad vi forstar ved en eksponentiel udvikling
y =b -a* hvora og b er positive tal.

Definition : Eksponentialfunktion
En variabel y siges at vaere en eksponentialfunktion af en variabel x, hvis der
findes positive tal a og b, sa vi kan skrive sammenhangen pa formen

y=b-a"

b kaldes konstantleddet (eller: begyndelsesvaerdien).
a kaldes fremskrivningsfaktoren.
Nar a skrives pa formen a =1 + r, kaldes r for veekstraten.

Ved at sammenligne de to formler: K=K -(1+1)" og y=b-a" servi, at
y svarer til K, b svarer til K, a svarer til 1 + r og x svarer til n.

Eksponentialfunktioner har derfor samme grundlaeggende egenskaber, som vi under-
sogte under procentregningen.

Satning 1
For en eksponentialfunktion med regneforskriften y=b - a*=b - (1 + r)* geelder

« nar x vokser med 1, vokser (eller aftager) y med veekstraten r.
« nar x vokser med starrelsen Ax, bliver y ganget med (1 + n*~.
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Angiv for hver af folgende eksponentialfunktioner konstantleddet (begyndelsesveer-
dien), fremskrivningsfaktoren og veekstraten.

1) y=234-1,056" 2) y =117 -1,61" 3) y=0,84-0,973"
4) y =26,9 - 1,008" 5) y =0,89" 6) y =2,20"

4.2 Eksponentialfunktioners grafer

Graferne for eksponentielle funktioner befinder sig altid over forsteaksen. Vaerdien for
y kan aldrig blive negativ eller 0. En huskeregel kan veere at taenke pa det grundleeg-

gende eksempel pa eksponentiel udvikling: Et befolkningstal kan stige og falde, men
aldrig blive negativt.

154

Undersog den grafiske betydningen af a og b ved brug af et vaerktej (anvend fx sky-
dere fora og b). Veelg evt. y =2 - 1,25 som udgangspunkt.

a) Tegn en rackke grafer for eksponentielle funktioner y = b - a*, hvor a holdes fast og b
varieres.

b) Formuler med ord, hvilken indflydelse b har pa grafens forlob?

c) Tegn en raekke grafer for eksponentielle funktioner y = b - a*, hvor b holdes fast og
a varieres.

d) Formuler med ord, hvilken indflydelse a har pa grafens forlgb?

Betydningen af tallet b

Vi ser, at for x = 0 er funktionsvaerdierne lig med konstantleddet b.
Det kan vi ogsa se ved hjzelp af potensreglen a’= 1, idet x =0 giver
y=b-a’=b-1=h.

Betydningen af tallet a

Hvis vi teenker p& formlen K=K - (1 + n" kan vi se, at fremskrivningsfaktoren a spiller
samme rolle som tallet 1 + r, nemlig som det tal, y-veerdien ganges med for hvert
skridt, vi gar frem pa x-aksen. Det er pa denne made, eksponentiel vaekst kan opfattes
som "gangeveaekst", og vi ser nu, at en gangevaekst svarer til en konstant procentvis
vaekst, hvor vaekstraten r netop er den "konstante procent" angivet som decimaltal.

Om "gangevaekst" ved vi, at

- ndr man ganger med et tal starre end 1, s& bliver slutveerdien starre end startvaerdien.

- ndr man ganger med et tal mindre end 1, sa bliver slutvaerdien mindre end start-
veerdien.
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4. Eksponentielle veekstmodeller

Saetning 2

Nar fremskrivningsfaktoren a er sterre end 1 (skrives a > 1), sa er eksponential-
funktionen voksende.

Nar fremskrivningsfaktoren a er mindre end 1 og sterre end 0 (skrives 0 <a < 1),
sa er eksponentialfunktionen aftagende.

Betydningen af tallet r

Nar a er storre end 1, skyldes det, at vaekstraten r er positiv, og nér a er mindre end
1 og starre end 0, skyldes det, at vaekstraten r er negativ. Ovenstdende saetning kan
derfor ogsa udtrykkes med veekstraten r.

Satning 3
Nar veekstraten r er sterre end 0 (skrives r > 0), sa er eksponentialfunktionen
voksende.

Nar vaekstraten r er mindre end 0 (skrives r < 0), sa er eksponentialfunktionen
aftagende.

Vi mangler at se pa tilfeeldet a = 1.
Hvordan er situationen i dette tilfeelde?

Angiv for hver af eksponentialfunktionerne i ovelse 4.23 ovenfor, hvilke der er voksen-
de, og hvilke der er aftagende.

Pa den felgende figur ses de grafiske repraesentationer af de fem
eksponentielle funktioner:

) y=15-14" 2) y=3-115" 3) y=3-14"
4) y=5-06" 5) y=5-08"

Hvilke grafer hgrer sammen med hvilke funktioner?
Begrund svarene.
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a) Tegn i samme koordinatsystem graferne for felgende eksponentialfunktioner:
1) y=05-13" 2) y=8-0,9"

b) Les ligningen 0,5 - 1,3 = 8 - 0,9* grafisk, som vi gjorde i afsnit 2.

Pa figuren ses graferne for to eksponentielt y=2-@) y=2-(@)
voksende funktioner, som har forskrifterne

y=2-a‘ogy=2-a)
og to eksponentielt aftagende funktioner,
som har forskrifterne

y=2-a, o9 y=2-a,
Angiv den indbyrdes beliggenhed af tallene

a,, a,, a, og a, pa en tallinje som nedenfor:

l I >
0 1

Resten af dette afsnit 4.2 er isaer henvendt til B- og A-niveau.

a) Udregn for stadig sterre positive veerdier af x nogle y-vaerdier for den eksponentielle
funktion: y=4-0,8"

b) Tegn den grafiske repraesentation af sammenhaengen mellem x og y.
c) Beskriv med ord, hvordan grafen forleber i forhold til x-aksen.

d) Udregn for stadig sterre negative veerdier af x nogle y -veerdier for den eksponen-
tielle funktion: y =2 - 1,25*

e) Tegn den grafiske repreesentation af sammenhaengen mellem x og y.

f) Beskriv med ord, hvordan grafen forlgber i forhold til x-aksen.
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4. Eksponentielle veekstmodeller

Med gvelse 4.30 har vi argumenteret for falgende:

Satning 4
1) For en eksponentielt aftagende funktion gzelder, at nar x bevaeger
sig mod plus uendelig (+ ), vil y naerme sig 0.

sig mod minus uendelig (- ), vil y naerme sig 0.

—
2) For en eksponentielt voksende funktion gaelder, at nar x bevaeger Y

En ret linje, som punkterne pa grafen neermer sig, nar vi beveeger os stadigt lzengere
veek fra centrum (koordinatsystemets begyndelsespunkt), kaldes en asymptote.

Saetningen 4 siger, at x-aksen er en vandret asymptote til graferne for eksponentielle
funktioner. Andre funktioners grafer kan have lodrette eller skra asymptoter (se figur).

A 4 4
y Y y

X P P X
X' /\
Grafen har bade en vand- Grafen har en vandret Grafen har bade en lodret
ret og en lodret asymptote. asymptote. og en skra asymptote.

4.3 Sproglig form — at opstille og at tolke eksponentielle sammenhzange

Eksponentielle sammenhasnge kan som variabelsammenhasnge generelt veere givet pa
fire forskellige former: Sprogligt — grafisk — som en formel — eller ved en tabel.

| forrige afsnit s& vi pA sammenhaengen mellem formlen, der ogséa kaldes regneforskrif-
ten y =b -a* og det grafiske billede. | dette afsnit vil vi se pa situationer, hvor den eks-
ponentielle sammenhaeng er beskrevet eller gnskes beskrevet med almindeligt sprog.

Eksempel: Fra sprog til formel

Hvordan opstilles en eksponentiel vaekstmodel, dvs. hvordan overseettes fra sproglig
form til et formeludtryk? Vi vil som eksempel se pa felgende problemstilling:

| 1980 var der 158 personer i Danmark, der var over 100 &r. | perioden frem til 2006
voksede antallet med 5,7 % om &ret.

Indfer passende variable og opstil en ligning, der beskriver udviklingen i antallet af
danskere over 100 ar.

Vi ser, at den uafhaengige variabel er tiden i form af "antal ar efter 1980". Den betegner
vit.
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Den afhaengige variabel er "antal danskere over 100 ar". Den betegner vi N.
Da der er tale om en vaekst med en fast procent, kan den beskrives ved en eksponen-
tiel model, dvs. ved sammenhaengen y = b - a*, eller med vore variabelnavne

N=b-a'

Begyndelsesveerdien b er antal personer over 100 ar i 1980, og det er i teksten opgivet
til 158, dvs. b = 158.

Veaekstraten er angivet til r=15,7% = 0,057.

Heraf far vi fremskrivningsfaktoren: a =1 + 0,057 = 1,057.

Konklusion: Den eksponentielle model, der beskriver udviklingen i antallet af danskere
over 100 &r i perioden 1980 til 2006 er: N = 158 - 1,057"
hvor N betegner antal danskere over 100 ar, og t betegner antal ar efter 1980.

Veekstraten angiver den procent, som den afhaengige variable falder eller vokser med,
hver gang den uafhaengige variabel vokser med 1. | nogle sammenheaenge angives
imidlertid ogsa startveerdi og slutvaerdi som procenttal. Har vi eksempelvis ingen
oplysning om startveerdiens sterrelse, seettes den ofte til 100, underforstaet 100 %.

| sddanne opgaver far man ofte oplyst, at udviklingen har medfert, at sterrelsen er
faldet til en bestemt procent. Dette procenttal angiver i dette tilfaelde slutvaerdien.

Far vi omvendt oplyst, at sterrelsen samlet er faldet med fx 75%, sa er slutveerdien
100 - 75 = 25. Dette illustreres i folgende ovelse:
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| &r 2000 var der i et bestemt land 18000 km? skov. Siden er skovarealet faldet med 5%
om éret.

a) Indfer passende variable og opstil en ligning, der beskriver udviklingen i det
samlede skovareal i &rene efter 2000.

b) Hvor mange km? vil der veere i &r 2050, hvis denne udvikling fortsaetter?
c) Hvor lang tid vil der g3, for arealet er faldet med 25%?

d) Hvor lang tid vil der gé, for arealet er faldet til 25%?

Eksempel: Fra formel til sprog

Hvordan tolkes en eksponentiel vaekstmodel, dvs. hvordan overseettes fra regneforskrift
til en sproglig form? Vi vil som eksempel se pa felgende problemstilling:

En person indtager noget bestemt medicin. Efter indtagelsen udvikler den resterende
meengde medicin M (malt i mg) sig efter falgende model:

M =3 - 0,88, hvor t angiver antal timer efter indtagelsen.
Hvad forteeller tallene 3 og 0,88 om udviklingen?
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4. Eksponentielle veekstmodeller

Vi ser, at udviklingen er en eksponentiel model, fordi forskriften er pa formeny =b - a*,
hvor b=3 og a=0,88.

Tallet 3 angiver altsa startveerdien, dvs. der er indtaget 3 milligram til tiden t = 0, hvilket
vi ogsa kan beregne ved at indsaette t = 0 i forskriften og anvende potensregel nr. 6:

M=3-088°=3-1=3

Om fremskrivningsfaktoren a geelder jo, at a =1 + r, hvor r er veekstraten, og derfor er
1+r=0,88

hvoraf vi kan bestemme vaekstraten, idet vi isolerer r
r=0,88-1=-0,12

Da vaekstraten er negativ er der tale om et fald.

Konklusion: Personen indtager 3 mg medicin fra start, og maengden af medicin i krop-
pen falder efter indtagelsen med 12 % i timen.

Ovelse 4.32

| perioden 1990-2000 fulgte udbygningen af vindkraft i Danmark med god tilnaermelse
falgende model: y = 10,4 - 1,246', hvor t er antal &r efter 1990, og y er energien malt i
GW (gigawatt).

Giv en fortolkning af tallene 10,4 og 1,246.

Ovelse 4.33
Gammastraling, der rammer betonveegge, reduceres med 11,6 % pr. cm beton.

a) Indfer passende variable, og opstil en ligning, der beskriver sammenhaengen mellem
procentdelen af gammastralingen, der traenger gennem veeggen, og vaeggens tyk-
kelse.

b) Hvor meget treenger igennem en veeg pa 15 cm?

c) Hvor tyk skal vaeggen veere for at der kun slipper 0,5 % igennem?

Opgaver
Pa hjemmesiden ligger der opgaver til afsnit 4.
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Eksempel: Afkeling (is@r for B- og A-niveau)

Hidtil har vi set pa faanomener, hvor den afhaengige variabel aendrer sig med en
fast procentdel, hver gang den uafheengige variabel vokser med 1. Men i nogle
situationer er der en naturlig nedre eller gvre graense, som ikke er nul.

Hvis varm vaeske i en beholder afkgles, vil det ikke ende med, at temperaturen
nzermer sig 0° C. Tallet 0 pa temperaturskalaen er et tilfaeldigt tal, vi har valgt. |
Fahrenheit har man valgt tallet 32. Temperaturen falder i stedet med en fast pro-
centdel af forskellen mellem den aktuelle temperatur og omgivelsernes temperatur.
Pa hjemmesiden er der et projekt om dette.

5. Eksponentiel regression —
fra tabel til graf og formel

Bemaerk, at fremgangsmaden i dette afsnit naje folger teet den fremgangsmade, vi
fulgte i kapitel 1 om lineger regression.

| tabellen ses udviklingen i New Yorks indbyggertal (malt i tusinde) i arene fra 1790
til 1900.

Arstal 1790 1800 1820 1840 1860 1880 1900
Indbyggertal 33 60 124 312 813 1912 3437

Kopier tabellen over i et regneark, sa du kan arbejde med den.

Opret en ny reekke med Antal dr efter 1790, som kan beregnes ved hjzelp af varia-
blen Arstal, idet: Antal &r efter 1790 = Arstal - 1790.

Tegn den grafiske repraesentation af sammenhasngen mellem indbygger og antal
ar efter 1790.

Det er betydeligt sveerere at afkode denne type grafer, end hvis sammenhangen
var linezer, men néar vi sammenligner med de grafiske fremstillinger af eksponen-
tielle sammenhaenge, vi har set ovenfor, s& inspirerer det os til at lede efter en
sddan sammenhzeng.

| stedet for blot at forbinde punkterne med en "bled" kurve, veelger vi altsa at tro
pa, at der er en eksponentiel sammenhaeng mellem de to variable. Virkeligheden
er altid noget "grumset" i forhold til teorien, men man kan sige, at det, vi tror p3, er
at der bag méalepunkterne sa at sige ligger nogle ideelle teoretiske veerdier, som vi
ikke umiddelbart kan se, men som malepunkterne er en slags genspeijling af. Disse
teoretiske vaerdier vil ligge praecis pa grafen for en eksponentiel sammenhaeng.

Veerktojsprogrammerne har en indbygget metode til at beregne en regneforskrift
for, samt tegne den eksponentielle graf, der passer bedst muligt til datapunkterne.
"Bedst muligt" bygger som ved lineger regression pa en vedtagelse om, hvordan vi
maler denne afvigelse.
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Den graf, der passer bedst muligt, kaldes regressionsgrafen (af og til tendens- y = 36,2781 - (1,04375)"
grafen), og vi siger, at grafen er fremkommet ved at lave eksponentiel regression. indbyggertal

Udnyt nu veerktejsprogrammets muligheder for at udfere en eksponentiel regres- 3000 °
sion p& datamaterialet ovenfor og tegn regressionsgrafen sammen med data-

punkterne fra tabellen. Overvej, om man kan veere tilfreds med, hvordan grafen 2000

ligger i forhold til de virkelige malepunkter? 1000

Foruden grafen kan veerktgjerne give regneforskriften for den eksponentielle

model, der beskriver sammenhaengen. Den kaldes ogsa regressionsligningen 0f 20 60 100  ar

for sammenhangen mellem de to variable. Se figuren.

| nogle veerktejsprogrammer angives regneforskriften pa denne form:
y = 36,278 - g004281

hvor t er antal ar efter 1790, og y er befolkningstallet.

Vi skal kunne omskrive mellem de to forskellige udgaver af regneforskriften. Sammen-
haengen uddybes naermere i kapitel 6, Logaritmer. Her giver vi blot konklusionen:

Praxis: Omskrivning mellem a* og e**
Vi omskriver fra e** til a*ved at udregne a = e*, eksempelvis: a = e***?®=1,0437.

Vi omskriver fra a' til e“! ved at udregne k = In(a), eksempelvis: k = In(a) = 0,0428.

Nar et veerktejsprogram udregner forskriften for den eksponentielle model, hvis graf
passer bedst muligt med datapunkterne, udregner den samtidig et mal for hvor godt
denne model og regressionsgrafen passer med de oprindelige datapunkter. Dette mal
har i matematik symbolet r* og kaldes ofte forklaringsgraden.

Tallet r? ligger altid mellem 0 og 1. Matematisk set er det sadan, at hvis punkterne og
grafen passer perfekt er r?= 1, og hvis punkerne p& ingen made kan siges at have
tendens til at ligge pa grafen for en voksende eller aftagende eksponentiel veekstmo-
del, s err’=0.

Vi vender tilbage til dette pa B- og A-niveau.

Et bedre veerktej til at svare pa, hvor godt modelveerdierne passer med maledata, er
det sé&kaldte residualplot. Et residualplot giver et grafisk billede af forskellen mellem
dataveerdierne og de beregnede modelveerdier. Vi kan derved fa et visuelt indtryk af,
om forskellen mellem model og virkelighed kan tilskrives rene tilfeeldigheder eller synes
at indeholde en vis systematik og dermed er udtryk for, at der er nogle sammenhaenge,
vi ikke har styr pa.
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Hvis vi vil konstruere et residualplot for regressionen i begyndelsen af afsnittet, sa skal
vi forst beregne residualerne. Tilfaj 2 nye reekker til tabellen, dels: Indbyggertal ifalge
model, og dels: Residualerne. Beregn for hver x-veerdi i tabellen residualet, som er
forskellen mellem den tilhgrende y-veerdi og den beregnede vaerdi ifalge modellen.
Plot forskellene som funktion af x.

Laeg ogsd maerke til, at selv i det tilfaelde, hvor tallet r? er taet p& 1 og regressionsgra-
fen passer godt til punkterne, sé kan vi ikke med sikkerhed vide, om der rent faktisk
er den beskrevne sammenhaeng mellem de variable. Sammenhaeng er nemlig normalt
et spergsmal om arsagssammenhzeng, sé hvis vores datapunkter handler om noget
fra virkeligheden, eller er et resultat af et eksperiment, sa skal andre fag bidrage til at
afgere, om der ogsa er tale om en drsagssammenhzaeng og ikke kun en matematisk
sammenhang.

Nar der udvikles ny medicin, og det gives til en patient, overvager man, hvordan medi-
cinkoncentrationen i kroppen udvikler sig. Patienten udeblev desveerre dag 2 pa grund
af andre komplikationer, sa derfor foreligger der kun felgende malinger:

t (dage) 0 1 2 3 4
y (mg/l) 200 129 = 58 33

Vi er interesseret i et bud pa koncentrationen dag 2. Erfaringen siger, at medicinen op-
tages og nedbrydes efter en eksponentielt aftagende kurve. Kan vi hjeelpe personalet?
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Spaedbernsdedeligheden angiver, hvor mange promille af de levendefgdte, der der
inden for det forste leveér. Tabellen nedenfor er hentet fra Danmarks Statistik, og den
viser udviklingen i spaedbernsdadeligheden i perioden 1933-1973.

Arstal 1933 1938 1943 1948 1953 1958 1963 1968 1973
Speedbgrnsdedelighed 71,4 600 484 378 274 230 196 154 11,5

| en model kan spaedbgrnsdedeligheden som funktion af antal &r efter 1933 beskrives
ved en eksponentielt aftagende funktion y = b - ai, hvor t angiver antal ar efter 1933,
og y angiver spaedbernsdedeligheden.
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a) Bestem tallene a og b ved eksponentiel regression.
b) Plot datapunkterne sammen med grafen for den fundne funktion.

c) Hvad forteeller tallene a og b om udviklingen i spaedbernsdedeligheden i perioden
1933-19737

d) Bestem det gennemsnitlige arlige procentvise fald, dvs. veekstraten, for spesedberns-
dodeligheden i perioden 1933-1973.

e) Giv pa grundlag af den valgte model en prognose for spaedbernsdedeligheden
i &r 2008.

f) Hvornar er spaedbgrnsdedeligheden nede pa 5 promille ifalge modellen?

g) Det oplyses, at speedbernsdedeligheden i 2008 var 9,9 promille.
Hvordan passer dette med modellen?

h) Benyt oplysningen til at kommentere modellens raekkevidde.

Opgaver
Pa hjemmesiden kan du finde en raekke opgaver om emnet eksponentiel regression.

6. Udregning af regneforskrift ud fra to punkter

Hvis der i et koordinatsystem er givet to punkter, der ikke ligger lodret over hinanden,
og hvor y-veerdierne er positive, sa gaelder den umiddelbart overraskende pastand, at
der gennem disse to punkter gar preecis én graf for en eksponentialfunktion.
Situationen minder altsd om den, vi kender fra linezere funktioner, men dér er det jo
indlysende, at der gennem to punkter kun géar en linje. Det er knap sa indlysende for
eksponentialfunktioner — man kunne godt tro, at der gennem to punkter kunne tegnes
forskellige eksponentielle grafer.

Arsagen til at der er praecis en graf, er at regneforskrifter for eksponentialfunktioner
er bestemt af to tal, a og b, og nar vi har to oplysninger, kan vi ogsa normalt lgse et
ligningssystem med to ubekendte, dvs. finde tallene a og b, og dermed den graf, der
gér gennem punkterne.

Nar en opgave fx lyder: Bestem den eksponentialfunktion, hvis graf gar gennem to

givne punkter, betyder det, at vi skal bestemme de to konstanter a og b og konkludere
ved at opskrive formlen y = b - a* med de to konstanter indsat.
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Vi vil illustrere fremgangsmaden med et eksempel:
Bestem den eksponentialfunktion, hvis graf gar gennem punkterne P(2,3) og Q(6,8).

Metode 1 (sildebensmetoden)

Opstil punkterne i en tabel.

Vi udnytter eksponentialfunktionens grundlezeggende egenskab: Nar x vokser med 4,
sd ganges y-veerdien med a*. Derfor far vi:

a*=2=2667 Divider med 3
a=1{/2,667 =1,278 Uddrag den fijerde rod

Nu kender vi a = 1,278 og kan indseette tallet i forskriften for funktionen sammen med
koordinaterne for det ene af de to punkter, fx Q(6, 8):
8=5b-1,278°
8

= 1278 =184 Divider med 1,278°

Konklusion: Den sggte eksponentielle funktion er y = 1,84 - 1,278".

Metode 2 (to ligninger med to ubekendte)
Ligningen for eksponentialfunktionener y =b - a*.
Punkterne ligger pa grafen for funktionen, og koordinaterne passer derfor ind i forskrif-
ten, sa vi far felgende to ligninger med a og b som de to ubekendte:
8=b-a°
3=b-a°
Dette ligningssystem kan lgses med solve-kommandoen:

8=b-a°
Solve ,a,b
3=b-a°
a=1,278 og b=1,84
Eller det kan lgses ved at eliminere den ene ubekendte ved en passende regneopera-

tion. Her vil vi dividere de to ligninger med hinanden, dvs. dividere de to venstresider
og de to hgjresider af ligningerne, hvorved vi ender med en variabel, nemlig a:

o
Q
o

<
Q
™

=— Forkort b

=a Anvend potensregel nr. 2

=a Reducer eksponenten

Wl wlw Wl wlomw
o
N
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a= ‘{/g Anvend rodfunktionen
a=1278 Omregn til decimaltal

Bemeerk: a angives normalt med 3 decimaler. b bestemmes som i metode 1.
Konklusion: Den sggte eksponentialfunktion er: y = 1,84 - 1,278
Bemeerk: Fremgangsmaden ovenfor gaelder generelt og er dermed samtidig et bevis

for pastanden om, at der gennem to punkter med positiv 2. koordinat gar en og kun en
graf for en eksponentiel udvikling.

Det andet punkt P(2,3) skal ogsa ligge pa grafen og derfor opfylde ligningen.
Gennemfar en kontrolberegning ved hjeelp af P(2,3), idet x-koordinaten x =2 ved
indsaettelse i forskriften skal give y-veerdien y = 3.

Bestem ligningerne for de eksponentielle funktioner, hvis graf gar gennem punkterne:
a) P(-3,4) og Q(7.8).
b) P(0,25) og Q(15,3).

Bestem ligningen for den eksponentialfunktion, der opfylder folgende:
a) begyndelsesvaerdien er 28, og grafen gar gennem punktet P(13,5).

b) vaekstraten er 7,5%, og grafen gar gennem Q(-10,2).

Opgaver
P& hjiemmesiden findes en raekke opgaver i tilknytning til afsnit 6.

Pa hjemmesiden udledes formlen til bestemmelse af tallene a ud fra to vilkarlige punk-
ter P(x,,y,) og Q(x,,y,). Udledningen bygger pé lgsning af to ligninger med to ubekend-
te, som er beskrevet i 2. metode ovenfor.
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Efter afkoling i ca. 600
millioner ar far jorden
de forste faste klipper,
og nogle 100 millioner
ar senere opstar det
forste liv. Forst for ca.
600 millioner &r siden
opstar de forste kom-
plekse former for liv,
illustreret ved de sma
tegninger af fortids-
dyrene. Foroven ses
et fossil af en ca. 500
mio. &r gammel trilobit
fundet pa bunden af
havet. Trilobiten er ca.
1,6 cm lang.
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7. Fordoblings- og halveringskonstanter

7.1 Jordens alder og opdagelsen af radioaktivitet

Indtil for fa hundrede &ar siden harte spargsmalet om Jordens alder hjemme i teologien.
Ud fra detaljerede bibelstudier kunne en irsk biskop Ussher i 1650 bekendtgore, at
Jorden blev skabt lardag aften d. 22. oktober &r 4004 f.v.t. En alder af denne stor-
relsesorden var alment accepteret, ogsa af videnskabsmaend som den danske Niels
Steensen (Steno) (1638-1686), der opdagede fossiler i ltaliens bjerge, og Isaac Newton
(1643-1727), der opstillede den forste samlede naturvidenskabelige teori for solsyste-
mets indretning.

Fossiler er rester af planter eller dyr, som i lgbet af mange millioner ar er blevet for-
vandlet til sten, som gengiver den form, de engang havde.

Omkring &r 1800 begyndte forskellige videnskaber at tage spergsmalet til sig og op-
stille modeller, der kunne give svar.

Den franske ingenigr og videnskabsmand Georges-Louis Leclerc (1707-1788), ogsa
kaldet Buffon, fordi han var greve af Buffon, fik den ide, at hvis Jorden er blevet til som
en gledende kugle, m& man kunne regne p4a, hvor lang tid, der gar, for den er afkolet til
en overfladetemperatur, som den vi kender i dag.

Han lavede forsgg med kugler af jern og andre materialer ved at opvarme dem til de
var hvidgledende, og derefter lade dem afkeale, til han kunne rgre ved dem. | et vaerk
fra 1778 fremlaegger han sit resultat: Jorden er 74.832 &r gammel.

Figuren viser en side fra Lyells Principles of Samtidig akvarel af Grev Buffon, som

Geology med skaller fra eoceen-perioden. i 1700-tallet som den forste anstillede
forseg med Jordens afkoling for at kunne

ansla dens alder.
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Selv om det er et alt for lavt lavt tal, s& vakte det stor vrede hos teologer, og han blev
truet med ekskommunikation. Han skyndte sig derfor at undskylde sin tankelgshed,
men fortsatte spogefuldt med at omtale ideerne i sine skrifter.

Den moderne geologis fader, Charles Lyell
(1797-1875), som vi omtalte i indledningen til
kapitlet, og som Darwin var pavirket af, vurde-
rede omkring 1830 ud fra studiet af aflejringer,
sedimenter og geologiske lag, at det neermest
ma have taget uendelig tid at opbygge det.
Darwin vurderer i Origin of Species, at bestemte
naturprocesser ma have taget flere hundrede
millioner &r, s& han havde altsd ogsé brug for en
lang tidsskala til at rumme evolutionen.

Men i 1862 fremlaegger den engelske fysiker
William Thomson (der i dag er kendt under sit
adelige navn lord Kelvin) nogle omfattende
matematiske beregninger vedregrende Jordens
afkeling efter samme idé som Buffon. Han er
datidens storste ekspert i varmeledningsteori
og sveer at hamle op med. Efter nogle senere
korrektioner fastholder han resten af sit liv, at
Jorden er mellem 20 og 40 millioner &r gammel
- hvilket er alt for kort tid til at kunne forklare
Darwins evolutionsteori. | sine oprindelige
beregninger vedgik Kelvin, at der kunne veere
skjulte variable ("a source now unknown to us"),
som kunne fare til et andet resultat.
Videnskaben havde et problem: Kelvins ma-
tematiske beregninger var korrekte, men hans
konklusioner blev modsagt af flere og flere
opdagelser af fossiler; opdagelser, der stottede

Darwins teori.
Typisk fremstilling af den geologiske udviklings historie fra ca.

| 1869 havde Darwins forkaemper, Huxley, og 18801 England.

Thomson en dben debat om Jordens alder. Hux-
ley sagde under debatten:

"I desire to point out that this seems to be one of the many cases in which the
admitted accuracy of mathematical processes is allowed to throw a wholly inadmis-
sible appearance of authority over the results obtained by them [scientists]. Mathe-
matics may be compared to a mill of exquisite workmanship, which grinds you stuff
of any degree of fineness; but nevertheless, what you get out depends upon what
you put in; and as the grandest mill in the world will not extract wheat flour from
peascods, so pages of formulas will not get a definite result out of loose data."
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Henri Becquerel Pierre Curie

(1852 - 1908) (1859 -1906)

Marie Curie Ernest Rutherford
(1867 - 1934) (1871 - 1937)

1 19083 fik Henri Becquerel, Marie Curie og

Pierre Curie Nobel Prisen i fysik fordelt sdledes
at Bequerel fik halvdelen, for at have opdaget
radioaktivitet, mens den anden halvdel blev delt
mellem de to Curie, for at have bistdet Becquerel
i hans opdagelser. | 1908 fik Ernest Rutherford
Nobel prisen i kemi for sine undersogelser af
radioaktive stoffer.

| 1896 opdager den franske fysiker Becquerel sammen med sin
student Marie Curie et helt nyt feenomen, som Marie Curie kald-
te radioaktivitet. Radioaktive stoffer omdannes til andre stoffer,

og i denne proces udsendes straling, der bl.a. skaber varme.

Fa ar efter i 1904 opdager Rutherford i England, at radioaktive
stoffer omdannes efter bestemte love: For et givet radioaktivt
stof tager det altid samme tid for halvdelen er omdannet til
noget andet.

Rutherford havde opdaget, at et radioaktivt stof henfalder efter
en eksponentielt aftagende kurve, og at dette henfald er karak-
teriseret ved en bestemt halveringskonstant.

Rutherford indsé nu ogs4, at de radioaktive stoffer var de
Skjulte variable, og at deres halveringstid kunne bruges til at
bestemme Jordens alder. | 1904 praesenterer han i et fore-
drag sine opdagelser og forelgbige beregninger ud fra dette.
Jordens alder er ifelge Rutherford ca. 700 millioner &r gammel.
Blandt tilhgrerne sad i evrigt Kelvin, og Rutherford udtrykte sig
respektfuldt over for den gamle mand, idet han papegede, at
allerede Kelvin havde gjort opmaerksom p4, at der kunne veere
noget i spil, vi ikke kendte til. Kelvin lod sig nu ikke anfeegte af
de nye opdagelser.

| dag ved vi, at Jorden stort set ikke afkales — den holder en
konstant overfladetemperatur pga. de radioaktive stoffer i de
overste lag. Uden radioaktive stoffer ville Jorden vaere en kold
og gde planet.

Radioaktive stoffer henfalder (omdannes) til stabile stoffer, fx
bly, og ved at undersgge forholdet mellem de forskellige typer

af bly — og andre stoffer — kan man i dag beregne Jordens alder, og alle beregninger
giver samme resultat: Alderen er ca. 4,54 milliarder ar.

7.2 Beregning og anvendelse af fordoblings og halveringskonstanter

Rutherfords opdagelse bygger pé felgende grundlaeggende egenskab: Enhver eks-
ponentiel udvikling har en karakteristisk konstant, der beskriver, hvor hurtigt eller hvor
langsomt udviklingen foregar.

En eksponentiel udvikling kan beskrives som en gangevaekst. Derfor méa der findes

en bestemt skridtleengde Ax s& a* = 2, nar der tale om en voksende eksponentiel
udvikling. Dvs. der mé findes en bestemt skridtleengde Ax der fordobler den afhaengige
variabel for voksende eksponentielle udviklinger. Denne bestemte skridtleengde

kaldes fordoblingskonstanten og skrives T..
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Satning 5

For en eksponentielt voksende funktion y = b - a* findes en konstant T, der
kaldes fordoblingskonstanten, og som angiver, hvor langt man fra en given veerdi

X, af den uafhzengige variable skal ga frem péa 1. aksen for y-veerdien er fordoblet,
dvs. a” = 2.
T, kan beregnes af formlen = log(2) ol _In(2)

2" log(a) 2" In(a)

Tilsvarende ma der findes en bestemt skridtleengde Ax sd a™ = 3, Nar der tale om
en aftagende eksponentiel udvikling. Dvs. der ma findes en bestemt skridtleengde Ax
der halverer den afhaengige variabel for aftagende eksponentielle udviklinger. Denne
bestemte skridtleengde kaldes halveringskonstanten og skrives T; .

Satning 6

For en eksponentielt aftagende funktion y = b - a* findes en konstant T,, der kaldes
halveringskonstanten, og som angiver, hvor langt man fra en given vaerzdi x, af (T11en
uafhzengige variable skal ga frem pa 1. aksen for y-veerdien er halveret, dvs. a ? = 1.

1
oller T, = N

T, kan beregnes af formlen T log(3)
2 = =
[os[ )] 2 In(a)

Bevis

Vi beviser seetning 5. Beviset for seetning 6 kan gennemfares helt parallelt
hermed.

Betragt grafen for en eksponentielt voksende funktion

y=b-a"

Forst betragtes situationen ud fra startvaerdien b dvs. i punktet (0,b):
Hvor langt skal vi g& frem pa 1. aksen for y-veerdien er vokset til det dob-
belte dvs. til 2b?

y = 2b svarer til den x-veerdi, vi kalder T, (se figuren), dvs. der geelder, at

2b=>b-a"

Viisolerer T, i udtrykket:

2=a" Divider med b
log(2) = log(a™) Anvend log
log(2) = T,-log(a) "log" T, ned
log(2)
T,=—— Isoler T,
> log(a) ’ v
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P& hjemmesiden findes beviset i det generelle tilfzelde.

a) Bevis saetning 6 for aftagende funktioner.

b) Definer en starrelse, vi kan kalde en firedoblingskonstant, og som vi vil betegne T,,
og opstil en formel til beregning af tallet T,.

Hvilke af falgende funktioner er voksende, og hvilke er aftagende?
Beregn fordoblings- eller halveringskonstanten for funktionerne:

1.y=85-095" 2.y=023-1,7"

3.y=08-e"* 4.y=35-e"*

Aflees grafisk halverings- eller fordoblingskonstanten for felgende funktioner:

L1 p
/ \
\
1 \1 -
m= LT

<
_—
<

—

/
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Hvilken af de felgende funktioner f, g og h har den storste yl |t |9
fordoblingskonstant?

Det radioaktive stof strontium 90, Sr-90, har en halveringstid pa 28 ar. Et laboratorium
har kebt en vis maengde af stoffet.

a) Hvor stor en procentdel er der tilbage efter 20 ar?

b) Hvor lang tid gar der, for der kun er 1% tilbage?

a) Om en eksponentielt voksende funktion far vi oplyst, at startveerdien er 5,5 og for-
doblingskonstanten er 125. Bestem forskriften.

b) Om en eksponentielt aftagende funktion far vi oplyst, at startveerdien er 350 og
halveringskonstanten er 28. Bestem forskriften.

Opgaver
P& hjemmesiden ligger opgaver i tilknytning til afsnit 7.

Vis folgende szetninger:

a) For en eksponentielt voksende funktion y = b - e“'* gzelder: T, = @
1
b) For en eksponentielt aftagende funktion y = b - e¥* geelder: T, = Inl((z)

Ofte skriver fysikere eksponentielt aftagende funktioner séledes:
y = e hvor k er et positivt tal.
c) Vis ved brug af potensregler, at formlen for T, i dette tilfaelde kan skrives:

T = In(2)
: Kk
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Det er lykkedes at finde nogle klippestykker pa Grenland og andre steder samt nogle meteoritter, hvor man er sikker pa,
at de stammer fra Jordens dannelse, og som derfor kan bruges til at aldersbestemme Jorden. Canyon Diablo-meteoritten
(hajre) har vaeret en primeer kilde til fastlaeggelse af Jordens alder. Den er fundet i Barringerkrateret i Arizona (venstre).

172

Rutherfords metoder hjalp med til at bestemme Jordens alder, og ideen er simpel nok:
Nar et bestemt radioaktivt stof henfalder til andre stoffer efter helt bestemte regler,

sd kan vi undersege, hvordan masngdeforholdet er mellem de oprindelige stoffer og
de stoffer, der er blevet dannet gennem radioaktivt henfald, og anvende dette som en
slags kalender. Problemet er imidlertid, at Jorden er en urolig klode, og at det meste
stof p& Jorden er blevet blandet godt rundt gennem tiderne. Pa Jorden er det yderst
vanskeligt at finde klippestykker, der stammer helt tilbage fra Jordens dannelse. Her
ma man i stedet statte sig til blyholdige mineraler. Bly er slutproduktet, nar radioaktivt
uran omdannes. Disse undersggelser kan s& kombineres med meteoritdata fra solsy-
stemets dannelse.

Ovelse 4.49

I slutningen af 1940’erne finder et team pa University of Chicago under ledelse af Wil-
lard Libbey ud af, at man kan bruge det radioaktive stof kulstof 14 (**C) til at bestemme
alderen og datere fund fra ikke sa fierne begivenheder. | afsnit 8 er der henvisninger til
et projekt med kulstof 14-datering, hvor vi bl.a. underseger, hvornar vore forfaedre, Cro-
Magnon-menneskene malede de fantastiske hulemalerier i Lascaux-grotten i Frankrig
og andre steder.
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8. Projekter

P& hjemmesiden ligger en reekke projekter, der knytter sig til kapitel 4.

Pa hjemmesiden ligger yderligere seerlige studieretningskapitler med opleeg til samar-
bejde mellem studieretningsfagene, samt kapitel 10, Matematik og kultur, med ma-

terialer og projekter, der kan anvendes i et samarbejde med humanistiske fag eller i
selvstaendige forlab.
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Potensmodeller

1.  Det naturvidenskabelige gennembrud - matematikken kommerispil .........

2.  Potensfunktionerne y=b -x® ogderesgrafer...............coiiiiiian..
2.1 Potensfunktionernes regneforskrift
2.2 Potensfunktionernes grafer

3. Potensregression - fra tabel tilgrafogformel ............ ... ... .. oot

4.  Hvad er karakteristisk for potenssammenhaenge?................ ... .. .. ...

4.2 Procent-procent-vaekst — eller: Hvad sker der med salget, nar afgifterne stiger? . .
5.  Udregning af regneforskriftud fratopunkter............. ... ... .o it
B.  Projekter .. ... e

Vi underspgte i kapitel 1 og i kapitel 4 de linezre og eksponentielle vaekstmodeller.
Disse variabelsammenhange er karakteriseret ved falgende egenskaber:

Linezere sammenhange:

y=ax+b
Vaeksttype: Nar x vokser med 1, vil y vokse eller aftage med et bestemt tal a.
Lineaer veaekst vil vi af og til kalde plusvaekst.

Eksponentielle sammenhange:

y=>b-a*
Vaeksttype: Nar x vokser med 1, vil y vokse eller aftage med en bestemt procent r,
eller sagt pa en anden made, sa vil y blive ganget med et bestemttal a=1+r
Eksponentiel vaekst vil vi af og til kalde gangevaekst.

Vi skal i dette kapitel undersgge en tredje matematisk model.

Potenssammenhange:
y=b-x?
Vaeksttype: Nar x vokser med en bestemt procent, r,, vil y vokse eller aftage med
en procent, r , der er bestemt ud fra r og a.
Potensvakst vil vi af og til kalde procent-procent-vaekst.

Potensmodeller kan beskrive mange faanomener fra fysik, biologi og samfundsfag.
Vi begynder med en stjerneeksplosion for lnge siden.
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1. Det naturvidenskabelige gennembrud -
matematikken kommer i spil

Den moderne naturvidenskab bliver undfanget d. 11. november 1572. Det er en skyfri
aften, og Tycho Brahe forteeller, at han efter aftensmaden var gdet ud pa gardspladsen
pa godset Knudstrup i Skane for, som han plejede, at betragte stjernerne. "Og da sa
jeg omtrent lige over mit hoved en ny og useedvanlig, alle andre stjerner overstralende
stjerne funkle", skriver han i bogen Den ny stjerne.

Tycho Brahes egen tegning af "Stella  Tycho Brahe (1546-
Nova" fra hans skrift, hvis titel oversat  1601) havde interes-
fra latin lyder: seret sig for stjerner,
"Danskeren Tycho Brahes matemati-  planeter og solsyste-
ske betragtning over den ny og aldrig  mets indretning siden
nogensinde for sete stjerne, nylig for ~ barndommen og havde

forste gang observeret i november et omfattende kend-
anno 1572 e. Kr." skab til stiernernes pla-
cering pd himmelhveel-
Det, han s4, var i virkeligheden en vingen. Sa han vidste
stjerne, der endte sit liv med en med sikkerhed, at den-
keempe eksplosion — en supernova. ne stjerne aldrig for

Resterne af stjernen med navnet Stella havde eksisteret pa
Nova 1572 er her optaget i 2009, 437  dette sted.
ar efter eksplosionen.

Siden den graeske astronom Ptolemaios' dage var der blevet fort tabeller over stjerners
og planeters bevaegelser pa himmelkuglen. Tabellerne var blevet udbygget og kor-
rigeret flere gange, og det var da Tycho Brahe som 17-arig opdagede nogle store fejl i
angivelserne af, hvor planeterne befandt sig pa himlen, at han besluttede at vie sit liv til
at observere og lave preecise tabeller og stjernekataloger.

For Tycho Brahes iagttagelse i 1572 var det opfattelsen, at over det man kaldte "Ma-
nens sfeere" var alt evigt og uforanderligt siden skabelsen. Med geometriske beregnin-
ger kunne Tycho Brahe imidlertid bevise, at stjernen befandt sig meget laengere veek
end Manen, sa den gamle opfattelse var forkert. Der kunne opsta noget nyt.

5 ar senere i 1577 iagttog Tycho Brahe en komet. Med matematiske beregninger
kortlagde han, at kometens bane var leengere veek end Manen, og at den be-
veegede sig i planeternes sfeerer. Dette blev et nyt slag mod det gamle verdens-
billede. Han udgav sine observationer, beregninger og betragtninger i skriftet
Kometen 1577.

| manuskriptet kan vi se, hvorledes Tycho Brahe har indtegnet kometen i sin egen
model for solsystemets indretning. Tycho Brahe kunne ikke tilslutte sig det ver-
densbillede med Solen placeret i centrum, som Kopernikus havde praesenteret i
1543. | Tycho Brahes model er Jorden placeret i centrum C og rundt om Jorden
bevaeger Solen sig, med alle planeterne i cirkler rundt om Solen. Kometens hale
peger korrekt hele tiden veek fra Solen.
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Hven i @resund blev
svensk efter svenskekri-
gene 1658-60. Pa svensk
hedder oen Ven.
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Ovelse 5.1
Find information pa nettet eller i leksika og besvar falgende spergsmal:

a) Hvad var karakteristisk for oldtidens verdensbillede, som det blev udformet af
Ptolemaios og Aristoteles?

b) Hvorfor var Tycho Brahes observationer og beregninger et slag mod det gamle
verdensbillede?

¢) Hvordan var holdningen til at anvende matematik med henblik p& at opna ny viden
om verdensrummet, sddan som Tycho Brahe gjorde?

Tycho Brahe er en moderne videnskabsmand i den forstand, at han indsamler observa-
tioner og anvender matematik til at skabe orden og sammenheeng i store datamasngder.
Men Tycho Brahe var ogséa praeget af religigse forestillinger om, at alting sker med en
hensigt. Der ma veere en mening med store naturbegivenheder. Bade i skriftet om den
nye stjerne og i skriftet om kometen er der derfor kapitler om astrologi.

Ovelse 5.2

Pa hjemmesiden ligger uddrag af Tycho Brahes astrologiske kapitler, bade i et mo-
derne sprog og i datidens danske sprog. Der er ogsé nogle arbejdsspargsmal fx til
samarbejde med dansk.

Tycho Brahe var den mest beremte astronom i Europa. Han var med til at kaste glans
over det danske kongehus, og han fik store bevillinger til sin forskning. Bl.a. fik han stil-
let een Hven i @resund til radighed for etablering af observatorier.

lllustration af Hven fra Blaeus atlas over be- Uranienborg var bade bolig og observato-
remte steder. Tegnet af Blaeu selv da han rium. | Blaeus atlas var der ogsé tegninger
studerede hos Brahe 1594-96. Pa kortet kan af dette og af det andet observatorium
man ane Uranienborg midt pa een. Stjerneborg.

Hvad er matematik? C, Grundbog, e-bog 978 87 7066 549 0 © L&R Uddannelse, Kgbenhavn


http://www.gymportalen.dk/hvadermatematikc/329

5. Potensmodeller

Fra hele Europa kom laerde folk pa besag — et af disse besgg omtales i kapitel 6,
Logaritmer — men i 1597 forlader Tycho Brahe Danmark efter uoverensstemmelser
med kongen og hoffet. Han inviteres til Prag, hvor han bliver hofastronom for den tyske
kejser Rudolf 2., der ogséa er konge over Ungarn og Bohmen.

| 1600 slutter astronomen Johannes Kepler (1571-1631) sig til ham og far adgang til
hans omfattende observationsmateriale. Tycho Brahe tilskynder Kepler til at udnytte
observationerne og forsgge at bestemme planeten Mars’ bane om Solen.

Det er en helt ny tanke at udnytte empiriske data, dvs. talveerdier fra observationer,
som udgangspunkt for en matematisk beregning af banen. Hidtil havde man ment,
man matte spekulere sig frem, og man var overbevist om, at beveegelser i himmelrum-
met var kombinationer af cirkelbevaegelser.

Ovelse 5.3

Kepler var en dygtig matematiker og astronom, men han var ogsa en spekulativ mys-
tiker, der mente, at der var en arsag til alt, fx at der var preecis seks planeter (vi ved
i dag, der er flere!).
| et veerk fra 1596 med titlen Det Kosmografiske Mysterium gav han den forklaring, som
han selv mente, var hans storste opdagelse:
"Solsystemets arkitektur er bestemt af de fem reguleere polyedre." )
9 : . . A . . Den inderste del af
Han pastod, at ideen var kommet til ham i en abenbaring. | kapitel O er forklaret, hvad Keplers model for sol-
de regulaere polyedre er. systemets opbygning.

G4 pa nettet eller tilbage til kapitel 0, og redeger for, hvad Keplers system gik ud pa. Se hele modellen i
kap 0, ovelse 0.11.

Det tog neesten 10 ar for Kepler, og Brahe ndede ikke at se resultatet — han dede
allerede i 1601. Tycho Brahe havde habet, at Keplers beregninger kunne begrunde
hans eget verdensbillede. Kepler selv var tilhaenger af Kopernikus’ system, hvor Solen
er placeret i centrum, men hans beregninger skulle dbne for en helt ny forstaelse af
solsystemets indretning. De publiceres i 1609 i bogen Den Nye Astronomi, hvori han pa
baggrund af sine omfattende beregninger af Mars bane formulerer det, vi i dag kalder
Keplers 1. og 2. lov:

Keplers 1. lov: Keplers 2. lov:

Planeter beveeger sig om Solen Det areal, som linjen fra Solen til planeten stryger hen over i lobet af en be-

i elliptiske baner, og med Solen stemt tid, fx 1 time, er det samme, uanset hvor planeten er. For at opné dette
placeret i det ene braendpunkt. skal planeten bevaege sig over en leengere straekning, nér den befinder sig taet-

test pa Solen, og derfor ma den beveege sig med sterst hastighed netop her.

planet

solen

O

e
braendpunkt
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Kepler fortsatte hele sit liv med at lede efter andre sammenhaenge i solsystemet, og
han fandt pad mange eksotiske ting, som fx at planeterne pa deres vej gennem rummet
udsendte en musik, der var afhaengig af deres hastighed og starrelse.

| hans sidste store veerk, Verdens Harmoni (1619), hvor han samlede en raekke af disse
"opdagelser", finder vi ogséa det, vi i dag kalder Keplers 3. lov. Den siger, at der er en
meget speciel sammenhaeng mellem planeternes omlgbstider og deres afstand fra
Solen. Pa Keplers tid kendte man ikke de yderste planeter Uranus, Neptun og Pluto,
men loven gzelder generelt, s de er taget med i denne moderne tabel over de to ster-
relser. Tallene er her skaleret i forhold til Jordens afstand til Solen og Jordens omlgbs-
tid om Solen — s&dan gjorde Kepler ogsa.

Planeterne Middelafstand fra Solen, a Omlgbstid om Solen, T
malt i AE (astronomisk enhed, dvs. maltiar
Jordens middelafstand til Solen)

Merkur 0,3871 0,2408
Venus 0,7233 0,6152
Jorden 1,000 1,000
Mars 1,524 1,881
Jupiter 5,20 11,86
Saturn 9,54 29,46
Uranus 19,19 84,32
Neptun 30,06 164,8
Pluto 39,18 248,1

Bemeerk: 1 AE = 149 597 871 km. Kepler kendte ikke dette tal, men havde til sine be-
regninger ogsa kun brug for de tal, der er naevnt i tabellen. Tallene er en skalamodel
af solsystemet.

Kepler var overbevist om, at der var en sammenhasng mellem disse to variable, om-
lebstiden T og middelafstanden a. Men hvilken?

Ovelse 5.4

Tabellen over planeternes omlgbstider og deres middelafstand til Solen ligger sammen
med en reekke tabeller over de store planeters manesystemer pa hiemmesiden

a) Kopier tabellen ind i et vaerktajsprogram, og plot de sammenhgrende veerdier af a
og T, séledes at a afseettes ud ad 1. aksen og T op ad 2. aksen.

b) Beskriv med ord det forleb, som en glat kurve, der forbinder punkterne, har.
Det ligner ikke rigtig noget, vi har set for.
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Kepler er en sand regnemester, og han begynder at manipulere med tallene. Bl.a. far
han den ide at oplgfte i potenser, og pludselig ser han sammenhaengen.

c) Udnyt veerktejsprogrammets muligheder, og opret nye kolonner, hvor potenser af
tallene T og a beregnes. Veelg potenserne 1.5, 2, 2.5 og 3. Kan du finde to lister med
henholdsvis potenser af a og T, der giver et linegert plot?

d) Hvilken sammenhaeng synes der at vaere mellem a og T7?

Ovenfor anvendte vi Jordens afstand som maélestok. Havde vi i stedet malt i millioner

km ville vi have f&et at a® og T? er proportionale, dvs. forholdet mellem dem er konstant:
2

T—S = konstant k

a

Loses denne ligning mht. 7, far vi:

2
=k
T?=k-a° Gange a° over
7= (k~a3)% Tag kvadratroden dvs. oplgft i %
T=k?.a? Anvend potensregel
= b~a% Indfgr en ny konstant b = k%,

hvor b er et tal, der afheenger af konstanten k.
En sddan sammenhaeng mellem to variable, a og T, kaldes en potenssammenheaeng.

Kepler har selv fortalt om sin opdagelse: "Hvis nogen er interesseret i det ngjagtige
tidspunkt, sa opstod ideen i mit hoved 8. marts 1618. Men jeg var uheldig, da jeg
gennemforte beregningerne og forkastede ideen. Endelig 15. maj kom ideen tilbage,
formearkelsen af mit sind blev fiernet, og jeg sa den mest vidunderlige overensstem-
melse, sé jeg forst troede, jeg havde dromt, og segte efter beregninger, der kunne
understotte det. Men det er helt sikkert: Forholdet mellem omlabstiden for to planeter
er den samme som forholdet mellem deres middelafstande oploftet i halvanden."

| afsnittet om potensregression er der eksempler pa afprevning af Keplers lov pa
manesystemer omkring de store planeter.

Ovelse 5.5

Kepler var i sin s@gen efter sammenhaenge baret af en fast tro pa, at Vorherre havde
skabt verden pa en sddan made, at geometri, musik og astronomi hang sammen.
Der métte vaere smukke manstre og forhold, og Kepler var blevet sat pa Jorden for at
afdeekke disse sammenhaenge.

Pa hjemmesiden ligger et materiale om Kepler, hvor der bl.a. er overseettelse af afsnit
fra Det Kosmografiske Mysterium (1596) og Verdens Harmoni (1619) samt nogle ar-
bejdsspargsmal.
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Mens Tycho Brahe og Johannes Kepler bade arbejdede som moderne naturvidenskabs-
maend og samtidig ledte efter mystiske sammenhaenge i verden, sa havde Galilei (1564—
1642) i Firenze i Norditalien lagt mystikken bag sig. Han var den fgrste moderne naturvi-
denskabsmand, der gennemfarte eksperimenter og anvendte matematik i stor stil.

Galilei var overbevist om, at "naturens bog
er skrevet i matematikkens sprog". Dvs.
sammenhangene i naturen kan beskrives
matematisk. Men det virkeligt nye hos Galilei
var, at han indferte eksperimentet som noget
centralt i naturvidenskaben.

For Galileis tid var det ikke god skik at udfere
naturvidenskabelige eksperimenter. Viden-
skabens resultater skal veere almengyldige

og uafhzengige af tid og sted, men eksperi- P& det videnskabshistoriske museum

menter vil jo som oftest give lidt forskellige i [Bnme  Neraalian fnses an Elia
resultater, hvis de gentages. Hvordan heenger  pzdagogiske udgaver af Galileis forsogs-
det sammen? opstillinger, bl.a. denne faldrende. Ved at
lade kugler trille langsomt ned, kunne han
Galileis svar var, at bade virkelige ekspe- foretage malinger og bestemme variabel-
rimenter og tankeeksperimenter kan give sammenhzengen mellem faldleengde og

os ideer til en matematisk beskrivelse af faldtid.

variabelsammenhaenge. De matematiske sammenhaenge, vi opstiller, er hypoteser. En
hypotese kan danne grundlag for en raekke forsog, der afprover, om hypotesen er hold-
bar. Eksperimenter giver ikke et matematisk bevis for, at en hypotese er korrekt, men
kan give hypotesen stor troveerdighed.

Galilei lavede en raekke beremte forsog, der er lette at gentage, og han fandt ud af, at
rigtig mange faeanomener i naturen kan beskrives ved potenssammenhzange.
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2. Potensfunktionerne y =b - xX* og deres grafer

2.1 Potensfunktionernes regneforskrift

Definition: Potensfunktion

En variabel y siges at vaere en potensfunktion af en variabel x, hvis der findes tal a
og b, hvor b > 0, sa vi kan skrive:

y=b-x*

Nar vi taler om potensfunktioner, vil vi altid indskraenke definitionsmasngden til x > 0.

Angiv for hver af felgende potensfunktioner, hvad konstanterne a og b er.

a)y=3-x b) y=0,8-x"" c)y=x* d) y=8-x7

a) To variable, y og x, siges at veere proportionale, hvis der findes en konstant, k, sa:
y=k-x

Forklar, hvorfor dette er et eksempel pa en potensfunktion. Hvad er a og b?

b) To variable, y og x, siges at veere omvendt proportionale, hvis der findes en konstant
k, sa:

y-x=k

eller skrevet p& en anden made:
y = k- l
X

Forklar, hvorfor dette er et eksempel pa en potensfunktion. Hvad er a og b?

c) Forklar, hvorfor formlen y = Jx eret eksempel pa en potensfunktion. Hvad er a og b?

Nar en genstand seettes i bevaegelse, sa far den tilfert energi. Det kan vaere en bold,

vi kaster, og hvor den energi, vi lagde i kastet, overfores til bolden. Eller det kan veere
en bil, der tilferes energi gennem forbraending af benzin, som via motoren omseettes til
bevaegelsesenergi.

Den beveaegelsesenergi, som den flyvende bold eller den karende bil repraesenterer, kan

igen blive omsat til varmeenergi, nar bolden rammer en malmand, eller bilen kerer ind i
en mur.
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Den samlede bevaegelsesenergi E

« | genstanden kan beregnes med formlen

2

Egn=3-m-v

1,
2
hvor m er massen (veegten) af genstanden (bolden eller bilen), og v er hastigheden.
Massen m males i kg, og hastigheden v males i m/s.

a) Argumenter for at sammenhasngen mellem energi og hastighed er en potens-
funktion.

Vi ser nu pa en bestemt bil, som vejer 900 kg.

b) Opstil en tabel i et regneark, og udregn bevaegelsesenergien E,, ved felgende ha-
stigheder v: 20, 40, 60, 80, 100 og 120 km/t. Husk at omregne til m/s.

c) Plot sammenhzengen mellem v og E, . i et passende koordinatsystem.

d) Forklar med ord forskellen i beveegelsesenergi, nar man kerer 60 km/t og
120 km/t.

Bilen er en Fiat 500. | 1970 vejede denne biltype 500 kg.

e) Sammenlign bevaegelsesenergien for den gamle og den nye model, ndr man kgrer
80 km/t.

Ovelse 5.9

For penduler i bornholmerure og lignende kan der opstilles en matematisk model for
sammenhangen mellem pendulets leengde L og svingningstiden T. Svingningstiden er
den tid, der gar fra et maksimalt udsving til det naeste (til samme side). Modellen, der
kun gaelder med tilneermelse, kan udtrykkes ved formlen

T:2i,\/[
9

7

hvor g er tyngdekonstanten, der er ca. 9,8 m/s2.
a) Forklar, hvorfor dette er en potenssammenhasng mellem T og L.
b) Et pendul har lzengden 40 cm. Beregn svingningstiden.

c) Et pendul méles til at have en svingningstid pa 2,3 sekunder. Hvor langt
er det?

d) | Pantheon-bygningen i Paris haengte Foucault i 1851 et pendul op, fordi
han ved hjaelp af dette ville bevise, at Jorden drejede rundt om sin egen
akse. Pendulet blev restaureret i 1995, sd man kan se det i dag, nar man
besgger Paris.

Pa hjemmesiden findes et materiale om Foucaults pendul og en henvisning til
en film, der viser pendulet svinge. Ga ind pa denne, se filmen, mal svingnings-
tiden og beregn, hvor lang pendulet er.
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Ovelse 5.10

En af Newtons mange videnskabelige bedrifter var, at han kunne se, at det var den
samme fysiske lov, massetiltraekningsloven, der gar at en ting falder til jorden, nar vi
slipper den, og at M&nen bevaeger sig rundt om Jorden og ikke bare fortsastter ud i
verdensrummet. | daglig tale siger vi, at det hele er underlagt tyngdekraften. Newton
formulerede sin opdagelse séledes:

"Ethvert objekt i universet tiltraekker ethvert andet objekt med en kraft med retning
langs linjen gennem objekternes centre og som er proportional med produktet af deres
masser og omvendt proportional med kvadratet pa afstanden mellem objekterne."

Isaac Newton

a) Argumenter for at denne sproglige beskrivelse af variabelsammenhasngen kan over- (1643-1727)

saettes til folgende formelbeskrivelse:
m,-m,
r2
hvor F er tiltraekningskraften, m, og m, er de to masser, og r er afstanden mellem
dem. Proportionalitetskonstanten kaldes for G. Enhederne er meter og kilogram.

Forklar, hvordan dette kan tolkes som et eksempel pa en potensfunktion.

= (ch

Veerdien af G er 6,67428-10™"" N-m?/kg?, hvor N er den fysiske enhed for kraft, der i dag
kaldes newton. Pavirkningen af 1 newton svarer ca. til den ekstra tyngdekraft, vi ville
meerke, hvis vi fik lagt et lod, der vejer 102 g, pa hovedet.

b) Find via nettet ud af, hvilken masse Jorden har samt hvor stor din afstand til Jordens
centrum er. Beregn, hvor steerkt tyngdekraften traekker i dig.

c) Gennemfgr samme beregning, hvis Jorden erstattes af Manen.

d) Udregn tiltraekningskraften mellem to personer, der vejer henholdsvis 60 og 75 kg,
og som er 10 meter fra hinanden.

e) Opstil et udtryk for tiltraekningskraften F som funktion af afstanden r mellem de to
personer.

f) Funktionsudtrykket er pa formen
1
F=b-—
r2
Vi anvender nu 10™"" N som enhed for kraften og meter som enhed for afstanden.
Tyngdekonstanten G far s& vaerdien 6,67428. Opstil en tabel i et vaerktgjsprogram,
hvor tiltreekningen udregnes for falgende veerdier af afstanden:

afstand 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

tiltreekning

g) Plot de sammenhgrende veerdier af afstand og tiltraekning, og tegn i samme koordi-
natsystem grafen for funktionen bestemt ovenfor.
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Ovelse 5.11

For bestemte luftarter, som opbevares i en lukket beholder, gaelder felgende sammen-
haeng mellem trykket P, rumfanget V og temperaturen T:
PV = konstant
T
Hvis vi holder en af de tre variable fast udtrykker ligningen en potenssammenhaeng
mellem de andre to.

Opstil de tre ligninger, og forklar i hvert af de tre tilfaelde, hvilke potenssammenhaenge,
der er tale om.

Ovelse 5.12

Nar man anvender vindmeller til at omseette vindens energi til andre energi-
former, fx til el, s& er der tre ting i spil:

1. Luftens teethed

2. Arealet A af den cirkel, vingerne tegner

3. Vindens hastighed v

Her ser vi bort fra luftens taethed og betragter alene de to variable, A og v.

Den matematiske model for effekten P af en vindmalle er:
P=k-Av®

hvor k, er en konstant, der indeholder information om luftteetheden. Formlen gaelder
ikke for meget sma vindhastigheder og heller ikke for hastigheder, der nzermer sig 25
m/s. Ved sa hgje hastigheder skal mallen lukkes ned.

a) Gor rede for, at effekten for den enkelte molle er en potensfunktion af hastigheden.

b) Hvad er konstanterne a og b i dette tilfeelde?

P& hjemmesiden ligger et projekt om vindmeller, hvor vi bl.a. kommer ind pa det over-
raskende resultat, at den enkelte vindmglle aldrig kan udnytte mere end g =59% af
vindenergien!
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2.2 Potensfunktionernes grafer

Vi vil i det foelgende undersege graferne for potensfunktioner y = b - x4,
og specielt konstanternes betydning for det grafiske forlab.

Vi begynder med at se pa graferne for funktionerne:
y=x

1
y= Jx, som ogsa kan skrives: y = x?

y= l, som ogsé kan skrives: y = x™
X

Bemeerk: Graferne forlgber

For alle tre er konstanten b=1. En vigtig forskel set i forhold til den linezere
og den eksponentielle model falder straks i gjnene: Konstanten b repraesenterer
ikke en begyndelsesveerdi!

helt inden for 1. kvadrant,
dvs. bade x- og y-veerdierne
er positive.

Ovelse 5.13

Beskriv de tre grafer med ord, der karakteriserer hver af dem til forskel fra de andre.

Ovelse 5.14
a) Tegn graferne for falgende funktioner:
1) y=0,5-x"" 2) y=3-x""  3) y=5-x?

b) Beskriv graferne med ord, der karakteriserer hver af dem til forskel fra de andre.

Ovelse 5.15

Undersgg den grafiske betydning af a og b ved brug af et veerktejsprogram
(anvend fx "skydere" for a og b). Veelg evt. y =2 - x"? som udgangspunkt.

a) Tegn en raekke grafer for potensfunktioner y = b - x?, hvor a holdes fast, og b
varieres. Beskriv, hvilken indflydelse b har pa grafens forlgb.

b) Tegn en raekke grafer for potensfunktioner y = b - x?, hvor b holdes fast, og a vari-
eres. Beskriv, hvilken indflydelse a har pa grafens forlgb.

Vi sammenfatter nu vores undersggelse:

Betydningen af tallet b:

Vi ser, at nar x er 1, sa er funktionsvaerdierne lig med konstantleddet b.
Det kan vi ogsa se ved at saette ind i regneforskriften:

y=b-1=b-1=b

| ovelse 5.7 omtalte vi proportionalitet:
To variable, y og x, siges at vaere proportionale, hvis der findes en konstant k, sa:

y:k.x
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Ved at sammenligne med udtrykket y = b - x* fremkommer fglgende szetning:

Saetning 1
Pastanden: y er en potensfunktion af x

svarer til pastanden: y er proportional med en bestemt potens af x.
Konstanten b er proportionalitetsfaktoren mellem y og x°.

Seetning 2 kan udnyttes pa felgende made:

Har vi et datasaet, og samtidig en hypotese om en bestemt potenssammenhaeng:

y = b - x%, sé& kan vi udregne en liste af nye (transformerede) data, nemlig x°.

Herefter kan vi tegne det grafiske billede af sammenhangen mellem de to lister af
tal, x* og y, og se, om dette er lineaert. Teknikken kan ogsa bruges, selv om vi ikke
pa forhand kender a. | dette tilfeelde lader vi a repraesenteres af en skyder. | kapitel 6,
Logaritmer, beskaeftiger vi os mere indgédende med denne lineariseringsteknik.

Betydningen af tallet a:

Vi ser, at tallet a bestemmer funktionernes monotoniforhold, og sammenfatter dette i
folgende saetning:

Satning 2
For en potensfunktion y = b - x* geelder:
1) Hvis a er starre end 1 (a > 1) er funktionen voksende, og grafen krummer
opad. Grafen kaldes ogsa konveks.
2) Hvis a ligger i intervallet mellem 0 og 1 (0 < a < 1) er funktionen voksende
og grafen krummer nedad. Grafen kaldes ogsa konkav.
3) Hvis a er negativ (a < 0) er funktionen aftagende.
4) Hvis a = 0 er funktionen konstant y = b.

Vi beviser seetningen under emnet Differentialregning péa B- og A-niveau.

| kapitel 4, Eksponentielle vaekstmodeller, omtalte vi begrebet asymptote til en graf.

En asymptote er en ret linje, som grafen naermer sig mere og mere i en proces, hvor vi
beveeger os leengere og laengere vaek fra koordinatsystemets begyndelsespunkt. Vi ser,
at potensfunktionerne, hvor a er negativ, har bade vandrette og lodrette asymptoter.

Satning 3 (isr for B- og A-niveau)
For en potensfunktion y = b - x?, hvor a < 0 geelder:
1) Nar x bevaeger sig mod plus uendelig (+) vil y naerme sig 0.

Vi siger: 1. aksen er en vandret asymptote til grafen.
2) Nar x bevaeger sig mod 0, vil y naerme sig plus uendelig (+).
Vi siger: 2. aksen er en lodret asymptote til grafen.
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Ovelse 5.16

P& figuren er tegnet grafiske billeder af falgende
potensfunktioner:

a) y=2-x"

b) y=0,7 - x°°

c)y=2-x"°

d) y=3-x*

e) y=02-x*

Begrund, hvilke af graferne der horer til
hvilke regneforskrifter.

3. Potensregression - fra tabel til graf og formel

Potenssammenhaznge kan som variabelsammenhasnge generelt vaere givet pé fire
forskellige former: ved en tabel, som en graf, som en formel eller pa sproglig form.

| forrige afsnit s& vi pA sammenhasngen mellem formlen, der ogsé kaldes regneforskrif-
ten y =b - x?, og det grafiske billede. | dette afsnit vil vi se pa situationer, hvor vi ud fra
et tabelmateriale kan tegne grafen og bestemme regneforskriften.

| folgende skema er angivet typiske vaerdier af kropsvaegt (i kg) og stofskifte (som
males som det antal liter ilt, der forbreendes i timen) for forskellige pattedyr.

Vampyr-flagermus @rkenreev Naesebjorn Hyzene Keenguru Jordsvin

Kropsvaegt (kg) 0,029 1,1 3,9 7,0 33 48
fskifte (li

Stofskifte (liter 0,027 0,4 1,0 2,2 5,8 6,0

ilt pr. time)

Eksemplet bygger p& materiale fra Thomas Vils Pedersen, Vaekst. Hele hzeftet kan hentes via
hjemmesiden.

Kopier tabellen over i et veerktojsprogram.

Man har nzeppe et klart billede af, hvordan sammenhaengen er, men et gaet kunne
veere, at der horer et fast stofskifte til hvert kg kropsvaegt.

Vi afseetter malingerne i et koordinatsystem med kropsvasgten ud ad 1.aksen og stof-
skiftet op ad 2. aksen. Dvs. vi undersgger, om stofskiftet er proportionalt med krops-
vaegten.
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Sammenhzeng mellem stofskifte Vores gaet holder tilsyneladende ikke, nar vi ser pa plottet. Datapunk-

og kropsvaegt

A

stofskifte
()]

terne folger ikke en lineser model.

| stedet for blot at forbinde punkterne med en "bled" kurve, kunne vi
° overveje to ting:

1) Kender vi grafer, der ligner denne?

2) Findes der i biologi viden om sddanne sammenhzenge?

Begge dele vil pege i retning af at undersgge, om en potensfunktion

10

20

30

46 55 " kunne vaere en god model. De biologiske overvejelser ser vi pd i afsnit
kropsvegt 4 4 og i materialer p& hiemmesiden. Grafkendingen bygger pa ovelserne
i forrige afsnit.

Det er let at se, at punkterne ikke ligger perfekt pa en graf for en potensfunktion —
virkeligheden er altid noget "grumset" i forhold til den matematiske model.

Derfor laver vi potensregression pa datamaterialet. Det betyder, at vi far tegnet grafen
for den potensfunktion, der passer bedst muligt til malepunkterne. Bedst muligt byg-
ger som ved linezer og eksponentiel regression pé en vedtagelse om, hvordan vi maler
denne afvigelse. Malet for afvigelsen er dog mere indviklet, end den tilsvarende for
lineger regression.

Den model, der passer bedst muligt, kaldes regressionsgrafen (af og til tendens-
grafen), og vi siger, at grafen er fremkommet ved at lave potensregression.

Sammenhang mellem stofskifte Vi far samtidig programmet til at give formlen eller ligningen for potens-
og kropsvaegt

A

stofskifte
o

modellen.

o Konklusion: Potensmodellen y = 0,39 - x>’ hvor x angiver vaegten, og y
angiver stofskiftet, giver en rimelig beskrivelse af datamaterialet.

Nar et veerktejsprogram udregner forskriften for potensmodellen, hvis
graf passer bedst muligt med datapunkterne, udregner den samtidig et
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30

4‘0 5‘0 > mal for, hvor godt denne model og regressionsgrafen passer med de
kropsvaegt oprindelige datapunkter.
Dette mal har i matematik symbolet r? og kaldes ofte forklaringsgraden.

Tallet r? ligger altid mellem 0 og 1. Som tommelfingerregel siger man: Jo teettere pa 1,
jo bedre, men man skal passe pa med at drage for vidtgdende konklusioner alene pa
basis af dette tal.

Forklaringen p& en &rsagssammenhaeng ber normalt inddrage et andet fag, og der er
bade eksempler pa en drsagssammenhasng, der er velbegrundet i et fag, men hvor tal-
let r® ikke er taet pd 1, og pa at tallet kan veere perfekt, uden der er en sammenhaeng.
Vi vender tilbage til dette under emnet statistik pa B- og A-niveau.
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Ovelse 5.17

Benyt dit veerktgjsprogram til at udregne forskellene mellem datapunkternes y-vaerdi
og den beregnede y-veerdi (dvs. funktionsveerdien) for enhver x-vaerdi i tabellen. Kon-
struer herudfra et residualplot for denne potensregression, dvs. plot forskellene som
funktion af x.

Giv herudfra en vurdering af, hvor godt modellen passer til datapunkterne.
Residualplots er gode til at afslore evt. systematiske afvigelser fra modellen.

Ovelse 5.18

Store jordskaelv under oceanerne kan forarsage tsuna-
mier. Det sker ved at jordskeelvet lafter et omrade sa stort
som et land 5-10 meter op, hvorefter havbunden szenker
sig igen. Det skaber kolossale bglger, der breder sig ud

i alle retninger med stor hastighed. Langt ude pa havet
laeggger man knapt meerke til disse belger, fordi balge-
leengderne er meget store. Satelitter er i stand til at male
om hgjderne pa havoverfladen er usaedvanlige og dermed
give et tsunamivarsel.

En tsunamis hastighed aendrer sig med vanddybden. Tsunamien, der ramte Japan i marts 2071.
Teet ved land bremses tsunamien, og den voldsomme

bevaegelsesenergi omsaettes

i hoje bolger der strammer ind over kystomraderne.

| tabellen ses sammenhgrende veerdier af vanddybden og tsunami-bglgens hastighed

Vanddybde (meter) 10 50 200 2000 4000 7000
Hastighed (km/t) 36 79 159 504 713 943

a) Plot datapunkterne, idet vanddybden afsaettes som den uafhaengige variabel og
hastigheden som den afhaengige variabel.

b) Udfer potensregression pa datapunkterne, og vurder derved, om en potens-
model y =b - x? hvor y er hastigheden, og x er vanddybden, er en god matematisk
beskrivelse af datamaterialet.

c) Angiv konstanterne a og b i den fundne potensmodel.

d) Bestem en tsunamibglges hastighed p& 120 meter dybt vand.

Nar en tsunamibelge kan forarsage meget voldsomme eodeleeggelser, skyldes det,

at belger med den hastighed har en meget stor bevaegelsesenergi. Energien er som
tidligere naevnt proportional med hastigheden i anden potens, og nér bglgerne rammer

kysten, udlgses energien pa en gang! Ved Alaskas kyst ndede en tsunamibglge op i
500 meters hgjde, da den ramte kysten.
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En vindmgille leverer en storre effekt, jo storre vingediameteren er, dvs. diameteren i
den cirkel vingen tegner, nar den kearer rundt. Gennem de senere ar er der bygget sta-
dig starre moller, og data fra nogle af disse er angivet i tabellen nedenfor.

Diameter (m) 20 29 47 86 120
Effekt (kW) 100 225 660 2500 5000

a) Plot datapunkterne, idet diameteren afsaettes som den uafhaengige variabel og ef-
fekten som den afhaengige variabel.

b) Udfer potensregression pa datapunkterne, og vurder derved, om en potensmodel
y =b - x? hvor y er effekten og x er diameteren, er en god matematisk beskrivelse af
datamaterialet.

c) Bestem konstanterne a og b i den fundne potensmodel.

d) Vi ensker at bygge en vindmglle med en effekt pa 1000 kW. Hvor stor skal diamete-
ren vaere?

e) En molleejer beslutter at bygge nye mgller, hvor vingerne er 1,5 gange sterre. Hvor
mange gange starre effekt vil han fa ud af hver mglle?

Pa hjemmesiden ligger et projekt om vindmeller.

Indtil man begyndte at sende satellitter ud i verdensrummet, kendte man kun to maner
om den yderste gasplanet Neptun, nemlig Triton og Nereid. Frem til 2002 opdagede
man yderligere 9, s& man kendte felgende:

Navn Diameter (i km) Middelafstand (i km) Omlgbstid (i dagn)
Naiad 52,0-96,0 48 227 0,294
Thalassa 52,0-108 50 074 0,311
Despina 128 - 180 52 526 0,335
Galatea 144 - 204 61593 0,429
Larissa 168 — 216 73 548 0,555
Proteus 402 - 436 117 647 1,122
Triton 2707 354 759 5,877
Nereid 340 5513 818 360,136
Halimedes 62,0 16 611 000 1879,080
Sao 44,0 22 228 000 2912,720
Laomeida 42,0 23 567 000 3171,330

a) Undersgag ved hjaelp af potensregression, om de 11 maner opfylder Keplers 3. lov.

b) Kort efter opdager man yderligere to meget fierntliggende maner, der far navnene Psa-
mathe og Neso. Man bestemmer Psamathes afstand til Neptun til ca. 48 096 000 km.
Hvad er dens omlebstid?
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Ovelse 5.21

P& hjemmesiden ligger tabeller over de tre andre store gasplaneters manesystemer.

| 2011 havde man opdaget 63 maner om Jupiter, 48 maner om Saturn, 27 maner om
Uranus og 13 maner om Neptun. Via hiemmesiden kan man se billeder af en del af dem.
Veaelg nogle af dem ud, og undersgg ved hjeelp af potensregression, om de opfylder
Keplers 3. lov.

Opgaver
Pa hjemmesiden ligger der opgaver til afsnit 3.

4. Hvad er karakteristisk for potens-
sammenhange?

Potenssammenhange har nogle karakteristiske egenskaber, der fremtreeder lidt for-
skelligt, afhaengigt af, hvilke fag og hvilke sager man arbejder med. Det gennemgar vi i
det folgende ved at betragte potenssammenhange fra to forskellige fags synspunkter,
dels fra biologi, hvor vi ser pa den indbyrdes skalering af de to variable, dels fra sam-
fundsfag, hvor vi ser pa den indbyrdes sammenhasng mellem afgifter og efterspergsel.
Selv om eksemplerne er knyttet til bestemte fagomréder, s& er egenskaberne generelle
for potensfunktioner.

4.1 Skalering — eller: Hvorfor findes der ikke keemper?

| eventyr og science fiction mader man ofte keemper og giganti-
ske uhyrer. King Kong, Godzilla og insekter s& store som huse er
ikke nye feenomener i kunst og litteratur. Odysseus madte kyklo-
per pa sin rejse i den graeske mytologi, Thor keempede med den
enorme Midgardsorm i den nordiske mytologi, Hans kravlede
op ad bennestagen i Grimms eventyr og madte en menneske-
sedende kaempe i skyernes verden, og den engelske forfatter
Jonathan Swift lod Gulliver made bade lilleputter og kaemper

pa hans forunderlige rejse.

Det er eventyr, og vi tror nok ikke rigtig p4 dem. Men kunne der eksistere sddanne
overdimensionerede keemper? Nar der aldrig har eksisteret sddanne giganter i de 500
millioner ar, der har veeret flercellede organismer pa Jorden, skyldes det méaske, at der
er noget, der forhindrer det. | indledningen til kapitel 4 om eksponentielle vaskstmo-
deller preesenterede vi kort Darwins evolutionsteori, som handler om, at arterne har
overlevet og udviklet sig ved at tilpasse sig omgivelserne. Derved er der opstaet en
enorm artsrigdom med en fantastisk specialisering — der er liv overalt, pa landjorden
og i vandet, under jorden og i luften. Men der har aldrig veeret en King Kong.
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Der har veeret store pattedyr, som elefanternes forfaedre, der kunne blive op til fem
meter hgje, eller mere end dobbelt sa heje, som dem vi kender.

S& vidt vides, er Baluchiterium, der var i familie med naesehornet og havde en krops-
veegt pa ca. 30 ton, det starste pattedyr, der nogensinde har levet pa land.

Blahvalen er det storste dyr der nogensinde har levet. Den kan blive over 30 meter lang
og veje op mod 200 ton.

Vi kan f& en ide om, hvad problemet er, nar vi ser, hvad der sker, hvis en stor hval
strander. Der er ilt nok, og gode mennesker serger maske for at holde huden vad, sa
den ikke udtarrer. Men den bliver simpelthen knust under sin egen veegt.

Der har eksisteret dinosaurer, som man skgnner, har vejet op mod 80-90 ton. Der har
abenbart i perioder af Jordens historie veeret sé store maengder af fode, at det gav
mulighed for, at sa store arter kunne opsta.

Forklaringen pa, hvorfor der ikke er giganter sa store som skyskrabere, findes i be-
grebet skalering, som er omtalt i kapitel 3, Geometri — konstruktion og beregning.
Hvis vi skalerer op med en faktor pa fx 4, dvs. alle laengder bliver fire gange starre, sé
bliver alle arealer 4° =16 gange starre, og alle rumfang bliver 4° =64 gange storre.

Ovelse 5.22

Skalering er ikke det samme som udvikling. King Kong er en voksen gorilla, der er ska-
leret op. Men et voksent menneske er ikke et barn, der er skaleret op.

Hvis vi blot blev skaleret op, hvor meget ville en nyfedt dreng, der vejer 3,8 kg og er 52
cm lang, sa veje, nar han naede sin maksimale hgjde pa 182 cm? Beskriv forskellene i
proportioner mellem en baby og en voksen, som kan forklare dette tal.

Hvis vi skalerer op med en faktor k, dvs. et menneske eller et dyr bliver k gange sé haijt,
far k gange sé lange arme osv., hvad sker der s& med vasgten? Vaegten vokser med
rumfanget og kan med god tilnaermelse siges at vaere proportional med dette. Rum-
fanget skaleres op med faktoren k*, s& gaelder det samme altsd om vasgten, y. Dvs. der
findes en konstant b, sé:

y=b, K ()

Knoglernes baereevne bestemmes af deres tvaersnitsareal, og arealer bliver skaleret op
med k*. N&r knoglernes baereevne S er proportional med tvaersnitsarealet, findes altsd
en konstant b,, sé&:

S=b,-k ()

Vi er interesserede i at finde sammenhasngen mellem baereevne S og vaegt y, og vi
onsker at eliminere k fra de to ligninger.

Hvad er matematik? C, Grundbog, e-bog 978 87 7066 549 0 © L&R Uddannelse, Kgbenhavn



Brug et veerktojsprogram til at gennemfere falgende udregninger:

Yo Isoler k*
b1
oY =k Uddrag den 3. rod
b, 1
v )3
k= (;] Anvend potensregel
1

Vi indseetter nu dette udtryk for k i udtrykket for S (lI):
S=b,-k?

Indseet k

Anvend potensregel

2
3
S=b, y—g Anvend potensregel
b3
2
S=—=%.y8 Flyt rundt
b3
2 bz
S=b-y3 b*%kaldesforb

4

Vi har saledes vist, at beereevnen S ikke vokser proportionalt med veegten y, men kun
proportionalt med y%.

Ovelse 5.23

En voksen gorilla kan blive ca. to meter hgj. Hvis King Kong er sa stor som et hgjhus pé
40 meter, hvor meget er King Kongs hgjde sé skaleret op med?
Hvad betyder det for vaegten og for knoglernes baereevne?

Ovelse 5.24 (isaer for A-niveau)

| det nordvestlige USA vokser de starste treeer i verden, de sdkaldte Sequoia-cypres-
ser (Red Woods). Sequoiaer kan blive op til 110 m hgje og have en diameter (malt i

2 meters hgjde) pa 8 meter. Nogle af treserne er s store, at der er en vej igennem dem.
De starste af traeerne er 4000-5000 ar gamle.

a) Konstruer en geometrisk model af treeet som en kegle, og beregn modeltreeets
vaegt. Vaegtfylden af den type trae er ca. 0,6 g/cm®.

b) Hvis en bil vejer 1,5 ton, hvor mange biler skal der s til, for at veegten bliver det
samme som traeets?

c) For treeer er baereevnen ogsa proportional med tveersnitsarealet. Beereevnen for
s&danne traeer er ca. 300 ton/m?. Hvor hajt kunne et trae teoretisk set blive, for det
ville blive knust under sin egen vaegt?

Hvad er matematik? C, Grundbog, e-bog 978 87 7066 549 0 © L&R Uddannelse, Kgbenhavn

5. Potensmodeller

193



194

Eksempel: Skalering hos Galilei

| et af Galileis hovedvaerker, Afhandlinger og Beviser Vedrerende To Nye Videnskaber
fra 1638, findes et afsnit, hvor han skriver, at der er greenser for, hvor store dyr og plan-
ter kan blive. Argumenterne er de samme, som vi har givet ovenfor. Man har set en lille
hund beere to eller endog tre hunde af samme sterrelse pa sin ryg, men har man set en
hest gore det, sperger han.

Der ligger en oversaettelse af et tekstuddrag herfra pa hjiemmesiden.

Eksempel: Skalering og fraktale strukturer (isar for A-niveau)

Vores iltoptagelse og stofskifte sker via de sma blodérer, kapillzererne. Hos insekterne
sker iltoptaget direkte igennem overfladen pa det ydre skelet ("skallen"). Iltoptaget og
dermed ogsa stofskiftet er proportionalt med overfladarealet, hvorigennem ilten optages.

a) Argumenter for, at vi derfor rent teoretisk set vil forvente at finde en sammenhaeng
mellem stofskiftet S og vaegten V, som er af typen:

2
S=b-V3 (1
| afsnit 3 om potensregression gennemgik vi et empirisk materiale, som gav falgende

resultat:

S$=0,39.V97% (I
b) Sammenlign de to formler og beskriv forskellen.

Forklaringen pa forskellen mellem den teoretiske og den empiriske model er, at vores
model for skalering er for grov. De sma kapilleerer hos mindre dyr bliver ikke forstorret
til store blodarer hos sterre dyr — der sker en forgrening, hvor hele blodsystemet i stedet
skaleres op til flere forgreninger med kapilleerer, sé blodet nér ud til alle celler i kroppen
hos store dyr. Man kan se det samme faenomen, nar man sammenligner et lille tree med
et stort — det store er ikke bare en forsterrelse, men indeholder ogsa sma fine grene. En
finere model inddrager sékaldte geometriske fraktaler i beskrivelsen.

Pa hjemmesiden findes et projekt om modellering af en raekke biologiske sammen-
haenge med potensfunktioner.

Vi sammenfatter de foregdende overvejelser om skalering i folgende:

Satning 4
Lad y =b - x? veere en potensfunktion. S& gselder falgende:

Hvis den uafhaengige variabel x skaleres op med faktoren k, sa bliver den afhaen-
gige variabel y skaleret op med faktoren k2.
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Bevis

Lad os betragte et tilfeeldigt punkt pa grafen for potensfunktionen y = b - x%, og kalde
koordinaterne for dette (x,, y,). Da punktet ligger p& grafen gaelder der, at:

Yy=b-x7
Lad os nu antage, at x, skaleres op med faktoren k til veerdien:
X,=K- X,

Lad os s& udregne veerdien af den y-veerdi, der herer til x, (ger selv rede for, hvad der
sker fra linje til linje):

Y, =b-x,?
Y, =b-(k-x,)°
Yo =b-k?-x;
Yo =k*-b-x,"
Y, =k*y,
Hermed har vi vist, at y, er blevet skaleret op med faktoren k°. V

Praksis: Fordoblingsprincippet for potenssammenhange

Nar man skal undersgge, om to variable x og y felger en potenssammenhzang,
anvender andre fag ofte en metode, der kaldes fordoblingsprincippet:

Hvis en fordobling af den uafhaengige variabel x forer til en fast skalering c af
den afhaengige variabel y, sa er der tale om en potenssammenhzeng:

y=b-x% hvorc = 2%

Bemeerk: Fordoblingsprincippet er en omvendt udgave af saetning 4, som vi forst
kan bevise pa A-niveau.

a) Betragt potenssammenhangen:

_ 1 2
Eki =z mv

Hvad sker der med energien, hvis hastigheden fordobles?

b) Betragt potenssammenhzengen:
T=2E i
g

7

Hvis pendulsnoren bliver 4 gange sé lang, hvad sker der s& med svingningstiden?

c) Betragt potenssammenheangen:
P=k A
v

Hvis rumfanget halveres, hvad sker der s& med trykket?

Hvad er matematik? C, Grundbog, e-bog 978 87 7066 549 0 © L&R Uddannelse, Kgbenhavn 195



Om en given potensfunktion y =b - x* oplyses, at en fordobling af x-veerdierne medfo-
rer en femdobling af y-vaerdierne. Bestem tallet a.

4.2 Procent-procentvakst — eller: Hvad sker der med salget, nar afgifterne stiger?

Nar man seetter prisen pa en vare op, vil producenten normalt opleve et fald i efter-
sporgslen. Neesten alle internationale empiriske undersagelser peger pa, at denne
sammenhaeng til en vis grad kan beskrives med formler. Da prisstigninger ofte skyldes
afgiftsforagelser, er man ikke mindst fra Skatteministeriet interesseret i at forsta denne
sammenhang.

Hvor meget de enkelte borgere aendrer deres forbrug, beskrives af det man i gkonomi
kalder priselasticitet. Denne angiver den procentvise sendring i forbruget, nar priserne
stiger med 1%.

Eksempel: Skatteministeriets antagelse om priselasticitet

Skatteministeriet antager normalt i sine beregninger, at cigaretforbrugets priselasticitet
udger —0,115. Det vil sige, at en prisforagelse pa 1% pa cigaretter vil reducere forbru-
get med 0,115%. | runde tal regner ministeriet sa med, at en prisforegelse pa 10%

vil reducere forbruget med 1,15%. Denne elasticitet er blevet benyttet i vurderingen

af tidligere afgiftseendringer, bl.a. ved nedseettelsen af tobaksafgifterne, og den har
vist sig at forudsige effekten af afgiftseendringer temmelig godt, hvilket bl.a. er blevet
bekreeftet af analyserne i greensehandelsrapporterne.

Praxis: Karakteristiske traek ved potenssammenhange

Sammenhasngen mellem de to variable pris og forbrug er anderledes, end den vi
kender fra linezere og eksponentielle sammenhaenge, nemlig:

Nar den uafhaengige variabel x vokser med en bestemt procent, r,_, vil den af-
haengige variabel y ogsa vokse (eller aftage) med en bestemt procent r,.
| eksemplet ovenfor: Nar prisen stiger med 1%, vil forbruget falde med 0,115 %
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Eksempel: Skatteministeriets beregninger

Afgifts- | Gennemsnittlig Cigaretter Rogtobak 1) En prisstigning til 148
eendring | pris, cigaretter kr. ligger langt ud over
Pct. Kr. pr. 20 stk. Forbrug | Andring | Forbrug | Andring hvad der glver mening
: : at regne pé, hvorfor de
Mio.stk. Mio. gram oplyste konsekvenser
0 | (faktisk pris) 30 8.675 0 1175 0 kun kan opfattes som
10 32 8.609 -66 1.165 -10 meget lese skon. Tek-
20 34 8.543 132 | 1154 -21 nisk set er der forud-
30 36 | 8477 | 198 | 1143 -gp |  satetforbrugaftobak
svarende til en situa-
62 43 8.268 -407 1.109 -66 tion, hvor prisen pa
100 51 8.015 -660 1.070 -105 afgiftspligtige cigaret-
133 58 7.800 -875 1.035 -140 ter er p& 75 kr.
559" 148 7.332 -1.343 960 -215 Kilde: Skatteministeriet

Skon over mulige effekter af ogede afgifter pa cigaretter, regtobak mv.
i det forventede scenarie.

Skatteministeriets tabel viser, at ministeriet bygger pa den faromtalte antagelse. Leeg
maerke til, at der er tale om en afgiftsaendring, hvilket i tabellen resulterer i en prisaen-
dring, der er lidt mindre, da cigaretternes pris ikke kun er afgifter.

Lad os se pa, hvordan de nar frem til zendringen pa —66.

En afgiftsstigning pa 10 % giver ifalge tabellen en prisstigning fra 30 til 32 kr.
En sa&dan prisstigning svarer til en procentstigning pa 3—20-100% =6,67%.

En prisstigning p& 1% giver et fald i forbruget pa 0,115%.
Ifelge skatteministeriets beregninger giver en prisstigning pa 6,67 % derfor et fald i
forbruget pa 6,67 - 0,115% = 0,77 %.

Forbruget var for prisstigningen 8675.
Faldet er derfor 8675 - 0,77 % = 66,5.

Forebyggelseskommissionen blev nedsat for at f& en reekke forslag til, hvordan man
kunne begraense forbruget af skadelige produkter, uden at sla hul i statskassen.

| deres rapport findes en raekke grafiske fremstillinger og tabeller som den ovenfor over
forbruget af cigaretter, ol, vin osv.

P& hjemmesiden ligger et projekt, som bygger pa forebyggelseskommissionens rapport.

Vi viser nu, at den omtalte procent-procent-sammenhzaeng er en generel egenskab ved
potensfunktioner:

Satning 5
Lad y =b - x* veere en potensfunktion. S& gzelder folgende:
Hvis den uafhzengige variabel x vokser med procenten r, (skrevet i decimaltal),

sa vil den afhaengige variabel y vokse eller aftage med en procent r, (ligeledes i
decimaltal), bestemt ved formlen:

(1+r)=0+r)
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Bevis

Lad os betragte to tilfeeldige punkter pa grafen for potensfunktionen y = b - x%, og kalde
koordinaterne for disse (x,, y,) og (x,, ¥,). Da punkterne ligger pa grafen gaelder der:

y,=b-x® og y,=b-x,
Lad os nu antage, at skridtet fra x, til x, svarer til, at startvaerdien x, er vokset med
procentenr,. x,er sdledes slutvaerdien.

Fra kapitel 4 om procentregning kender vi formlen:

slutveerdi = startveerdi - (1 +r)
X,=x,-(1+r) ™)

| samme proces er startvaerdien y, vokset — eller aftaget — med procenten r, til slutveer-
dieny,, s& vi har:

Y,=Yy, (1 +r) (™)

Vi udregner nu y, p& en anden made, nemlig ud fra forskriften:

Y,=b-x,

Y,=b- ;- (1+r)° Udnyt (*) og indseet x, - (1 +r) pa x,'s plads
Y,=b-x?-(1+r) Anvend potensregel

V,= Y, (1+r)° Indsaet y, i stedet for b - x°

Sammenlign nu det sidste udtryk med (**). Vi ser heraf:
Y- +r)=y - (1+r) Forkort y, vaek
1+ ry) =(1+r)

hvilket netop er det sggte udtryk. ‘/

Eksempel: Beregning af procent-procent-vaekst

Hvis man gger antallet af planter pr. m?, vil vaegten af den enkelte plante ved hgsten
falde. For en bestemt plantesort har undersogelser vist felgende sammenhaeng mellem
plantens vaegt y (malt i gram) og antal planter x pr. m?

y = 175000 - x°

Vi vil bestemme, hvor mange procent den enkelte plantes vaegt falder med, hvis man
oger antallet af dyrkede planter med 25%.

Losning: Vi har faet oplyst, at r_= 0,25, og vi skal beregne r. Vi indseetter i formlen:
1+ ry) =(1+r)
1+r,=(1+0257""
1+r,=0716
r,=0,716-1=-0,284.

Konklusion: Den enkelte plantes veegt falder med 28,4 %.
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Ovelse 5.27

Sammenhangen mellem runde diamanters diameter og veegt kan med god tilnger-
melse beskrives ved funktionen:

y =0,0033 - x**

hvor x angiver diameteren malt i mm, og y angiver vaegten malt i karat.

Ved sammenligning af to diamanter males diameteren af den sterste til at vaere 20 %
storre end diameteren af den mindste.

Hvor mange procent er veegten af den store diamant sterre end veegten af den lille
diamant?

Ovelse 5.28 (isaer for A-niveau)

Et trafikselskab har erfaring for, at nar billetpriserne saettes op med 10 % vil passager-
tallet falde med 4 %. Det antages, at sammenhangen mellem billettaksten p og antal-
let af passagerer N kan beskrives ved potensfunktionen:

N=b-p?
a) Bestem tallet a.

b) Selskabet saetter priserne op med 22 %. Hvor stort vil faldet i passagertallet vaere?

Eksempel: Fejl i skatteministeriets tabel

Vi vender tilbage til tabellen over afgifter og forbrug af bl.a. cigaretter, som vi bragte

i eksemplet ovenfor med skatteministeriets beregninger. | tabellen kan man se en
kolonne af tal, der viser faldet i forbrug ved en raekke afgiftsforhgjelser. Kolonnen viser,
at Skatteministeriet har beregnet det mulige fald, som om det er en lineaer funktion og
ikke en potensfunktion. For sma justeringer er forskellen minimal, men for starre af-
giftsforagelser bliver forskellen p& de to modeller mere markant. Naturligvis er der ikke
et eksakt svar p&, om den ene eller den anden model er den korrekte.

Ovelse 5.29

Eftervis pastandene i eksemplet ovenfor ved at udfere henholdsvis lineaer og potens-
regresssion pa de relevante variabelsammenhzaenge.
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5. Udregning af regneforskrift ud fra to punkter

Hvis der i et koordinatsystem er givet to punkter, der ikke ligger lodret over hinanden, og
hvor bade x- og y-veerdierne er positive, s& gaelder der som ved eksponentialfunktioner
den umiddelbart overraskende pastand, at der gennem disse to punkter gar preecis én
graf for en potensfunktion.

Arsagen, til at der er preecis én graf, er den samme som ved eksponentialfunktioner:
Regneforskriften er bestemt af to tal, a og b, og nar vi har to oplysninger, kan vi normalt
bestemme tallene a og b ved at lgse et ligningssystem med de to ubekendte, og der-
med bestemme den graf, der g&r igennem punkterne.

Fremgangsmaden nedenfor, der illustrerer, hvordan vi bestemmer regneforskriften

y = b - x* ud fra to givne punkter pa grafen, gzelder generelt og er dermed samtidig et
bevis for pastanden om, at der gennem to punkter med positiv 1.- og 2.-koordinat gar
en og kun en graf for en potensfunktion.

Eksempel: Beregning af en regneforskrift ud fra to kendte punkter pa grafen

Vi bestemmer den potensfunktion, hvis graf gar gennem punkterne (4,7) og (11,15).

1. metode (sildebensmetoden)
Vi skal bestemme konstanterne a og b i forskriften: y =b - x*
Opstil de to punkter i en tabel:
X 4 1
y 7 15
a-veaerdien bestemmes:

Nar vi pa x-aksen gar fra tallet 4 til tallet 11, kan vi opfatte det som et gangestykke:
11 11
4 ganges med —, idet 4-— =11

Derfor skaleres y-vaerdien op med (—j :

4
r(ﬂj _15
4

(Dj = E Divider 7 over
4 7
11 15 ) )
a-log Z =log 7 Tag logaritmen og anvend logaritmeregel
log I‘_TISQ
a= E =0,753 Divider logaritmetallet over
o104
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b-veerdien findes ved at indsaette den fundne veerdi af a sammen med et af koordinat
seettene i forskriften:

y=b-x*
7=b-4% Indszet punktet (4,7)
b= 40% = 2,463 Divider med 4%7%

Konklusion: Regneforskriften er y = 2,463 x>™°

Vi kan lave kontrol med det andet punkt:
15=2,463-11%"% Indseet (11,15)

15=15 o.k.

Bemeerk: Selv om vi kun angiver tre decimaler, s lader vi vaerktgjet regne med alle
decimaler.

2. metode (to ligninger med to ubekendte)

Punkterne ligger pa grafen og passer derfor ind i ligningen. Vi saetter punkterne (4,7)
og (11,13) ind i ligningen y = b - x*:

15=p-11°
7=b-4°

Dette ligningssystem kan med et vaerktojsprogram lgses som to ligninger med to ube-
kendte:

15=b-11°
Solve ,a,b
7=>b-4°
a=0,753 og b =2,463
Her vil vi desuden demonstrere en "klassisk" metode til losning af ligningssystemer.

Hvis vi dividerer tallene i den forste ligning med tallene i den sidste, kan vi se, at b
forkortes veek, s& vi ender med en ligning med en ubekendt, a:

15 _b-17

7 b-47

15, Ea Forkort b veek

7 "4 orkort b vae

? = (%1) Anvend potensregel

Det er samme ligning, som vi fandt i 1. metode ovenfor, og herefter fortsaettes pa
samme made med anvendelse af logaritmer.
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Bestem forskrifter for de tre potensfunktioner, hvis grafer gar gennem henholdsvis
a) (2,5) og (9,22)
b) (3,17) og (16,2)
c) (6,7) og (25,10)

Om en potensfunktion oplyses, at grafen gar gennem punktet (350,7540), og at nar
x-veerdien vokser med 20 %, sd vokser y-veerdien med 25%.

a) Bestem en regneforskrift for funktionen.

b) Hvilken x-veerdi svarer til y-veerdien 20 0007?

Om en potensfunktion oplyses, at grafen gar gennem punktet (2150,9610), og at nar
x-veerdien vokser med 1%, aftager y-veerdien med 0,2 %.

a) Bestem en regneforskrift for funktionen.
b) Hvis x-veerdien vokser med 10 %, hvad aftager y-veerdien sd med?

c) Hvis x-veerdien vokser med 100 %, hvad aftager y-veerdien s& med?

Den metode, der ovenfor er demonstreret i det gennemregnede eksempel, kan naturlig-
vis 0gsa anvendes pa to punkter, hvor vi kun har givet koordinaterne pa symbolsk form:

Bestem regneforskriften for den potensfunktion, hvis graf gar gennem punkterne (x,,y,)
0g (X,Y,)-

Dette giver en formel for a-tallet for potensfunktionen. Udregningen, formlen og en
diskussion heraf ligger p& hjemmesiden.

Opgaver
Pa hjemmesiden ligger opgaver til kapitel 5.
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5. Potensmodeller

6. Projekter

P& hjemmesiden ligger en reekke projekter, der knytter sig til kapitel 4.

Pa hjemmesiden ligger yderligere seerlige studieretningskapitler med opleeg til samar-
bejde mellem studieretningsfagene, samt kapitel 9, Matematik og kultur, med ma-

terialer og projekter, der kan anvendes i et samarbejde med humanistiske fag eller i
selvstaendige forlob.
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L T o 0 =1 - £

Et af de vigtige spor i matematikkens udvikling udggres af tabellerne. | oldtidens
samfund var udarbejdelsen af tabeller over himmellegemernes vandring et vigtigt feel-
les projekt mellem astronomi og matematik: Sadanne tabeller var en forudsatning for
palidelige kalendere.

Med matematikkens anvendelser til beregninger af afstande og vinkler pa Jorden, og af
planeters og kometers ngjagtige bevaegelser over himmelkuglen, blev tabeller uund-
verlige hjelpemidler. Forst de trigonometriske tabeller og fra 1600-tallet logaritme-
tabellerne.

Konstruktionen af logaritmefunktionerne betgd en revolution, der nasten kan sam-
menlignes med lommeregnernes indtog i vor tid. Med logaritmetabellerne kunne man
nu lgse vanskelige opgaver som at oplgfte tal i skaeve potenser eller at dividere med fx
otte-cifrede tal. Brugen af tabeller har vaeret en fast del af matematikundervisningen
helt op til 1970’erne.

Fortallingen begynder under den franske revolution, hvor arbejdslgse parykmagere og
frisgrer bliver omskolet til at kunne deltage i udarbejdelsen af nye logaritmetabeller.
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6. Logaritmer (iseer for A-niveau)

1. Den franske revolutions logaritmefabrik

Den franske revolution, der blev indledt med stormen

pa Bastillen 14. juli 1789 og viderefert under parolen om
frihed, lighed og broderskab (Liberté — Egalité — Fraternité),
fik med sine ideer om menneskerettigheder og om samfun-
dets indretning en enorm betydning for hele den verdens-
historiske udvikling. | Frankrig selv kom den hurtigt til at
vende op og ned p3 alting.

Videnskaben havde i 1700-tallet et hgjt niveau i Frankrig,
og Paris var det naturlige centrum i oplysningstidens
Europa. Det var her, man for fagrste gang i historien satte
sig for at lave en encyklopaedi: Et leksikon over alt hvad
menneskene ved, skrevet af de storste eksperter pa hvert
sit omrade. Arbejdet, der blev ledet af filosoffen Diderot
og matematikeren d’Alembert, var med til at give de intel-
lektuelle og hele det videnskabelige miljg en tro pa men-
nesket og pa videnskabens muligheder for at bidrage til
et bedre liv. De franske kejsere var ogsa interesserede i
videnskabens muligheder, og mange af verdens fgrende
videnskabsmaend i 1600- og 1700-tallet arbejde hos Sol-
kongen Ludvig 14. i Versailles. Men det var ofte blot som
underholdning. Kongen var séledes interesseret i hydraulik
og ansatte den danske videnskabsmand Ole Remer til at
konstruere et system, sa Versailles-parkens 1400 spring-
vand kunne springe uafbrudt.

Ovelse 6.1

En flok naturvidenskabsmaend ger sig klar til at mode

Solkongen pa Versailles.

At fa lov til at fremlaegge sin forskning for den franske

konge var den sterste haeder man kunne opnd, og kan
sammenlignes med at fa Nobelprisen i dag.

Find selv pa nettet yderligere oplysninger om encyklopaedisterne. Hvem var de, hvad
drev dem i deres arbejde, hvilken rolle spillede de i samfundet, og hvilken rolle kom de

til at spille i den franske revolution?

De revolutionzere gnskede at gere op med alt det gamle og gere alt nyt. Gamle viden-
skabscentre blev lukket, og nye universiteter blev etableret, som Ecole Polytechnique,
der skulle uddanne ingenierer i stor skala, og Ecole Normale, der fik til opgave pé kort
tid at omlaegge hele den franske skoleundervisning og uddanne lzerere hertil. Ecole
Normale producerede naermest leerere pa samleband, Hver fijerde maned blev 1400
nyuddannede efter et koncentreret kursus sendt ud som instrukterer med den opgave

selv at uddanne nye leerere.
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For at demokratisere undervisningen og gere regning til et fag alle kunne leere, og for
at lette arbejdet i naturvidenskaberne og finde et feelles sprog pa tveers af greenserne,
besluttede man at afskaffe alle gamle mal for leengder, veegt og rumfang og indfere
titalssystemet overalt. | kapitel 8 omtaler vi dette nye metersystem naermere.

Ovelse 6.2

Hvilke gamle mal for leengder, veegt, rumfang eller antal kender du?

Ogsa tidsregningen startede de forfra, hvor ar 0 blev sat til datoen for den franske re-
publiks grundleeggelse 22. september 1792. De bevarede arets inddeling i 12 maneder,
men gav dem nye navne og satte hver méaned til 30 dage. De overskydende 5-6 dage
pa et ar var szerlige festdage. En maned blev inddelt i 3 uger hver med 10 dage, degnet
blev inddelt i 10 timer hver med 100 minutter, og hvert minut blev igen opdelt i 100 se-
kunder. Det var et opger med det gamle trestalssystem, som stammer helt tilbage fra
Babylonien et par tusinde ar f.v.t. Dette opger skulle ogsa feres igennem i geometrien.
| stedet for det gamle vinkelmal, hvor en ret vinkel er 90°, indferte man nygrader, hvor
en ret vinkel er 100°. Selv om det umiddelbart forekommer indlysende at ga over til
titalssystemet, stodte det pa store vanskeligheder netop med vinkelmalene. Alle mate-
matiske tabeller var indrettet efter trestalssystemet.

1.1 Tabeller

| alle kulturer har tabeller veeret uundveerlige hjeelpemidler for matematikere, astrono-
mer og andre videnskabsfolk. Tabeller over himmellegemernes beveegelse kender vi
fra mayaerne, babylonierne og graekerne. De har hjulpet med til at se mgnstre, finde et
system og fx lave palidelige kalendere. Optegnelserne, der gennem arhundreder blev
stadig mere omfattende, blev foretaget i 60 talsystemet.

Da Ptolemaios omkring 150 e.v.t. opdagede de sammenhaenge mellem sider og vinkler,
der blev grundlaget for trigonometrien, begyndte han at udarbejde de forste trigono-
metriske tabeller, som vi omtalte i kapitel 3, Geometri — konstruktion og beregning.
Tabellerne blev stadigt mere ngjagtige, de blev uundveerlige hjaelpemidler i geometri-
ske beregninger, og de var udarbejdet i trestalssystemet.

Da Napier og Briggs omkring 1620 konstruerer de forste logaritmefunktioner, som vi

omtaler nedenfor, sker det i form af et omfattende tabelveerk. Da logaritmerne hurtigt
viser sig uundveerlige for alle storre beregninger udarbejdes ogsa szerlige logaritme-

tabeller over de trigonometriske funktioner, igen i trestalssytemet.

Tabeller er uundveerlige hjeelpemidler i matematik. Derfor besluttede de revolutionzere

i Frankrig, at der i forlaengelse af indferelsen af titalssystemet skulle udarbejdes nye
tabeller over bade de trigonometriske funktioner og over logaritmefunktionerne.
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For vi gar videre i den forteelling, vil vi opholde os ved disse logaritmefunktioner, som
vi i kapitel 4 introducerede som regnetekniske funktioner, og som kom til at betyde en
revolution i udviklingen af hjeelpemidler.

1.2 Konstruktionen af logaritmerne

| 1500-tallet var det blevet almindeligt at bruge decimalsystemet i stedet for romertal-
lene, hvorved addition og subtraktion (plus og minus) var blevet lettere. Men multiplika-
tion (gange) og division var stadig vanskelige opgaver, for slet ikke at tale om at oplgafte
i potens eller uddrage roedder!

Ikke mindst astronomer som Tycho Brahe havde brug for hjeelpemidler til
de store beregningsopgaver. Han havde dygtige assistenter, der hjalp med
de tidkreevende opgaver, men lange beregninger var altid forbundet med
en risiko for at regne forkert, hvilket jo kunne fa stor betydning for fx be-
stemmelse af planetbaner. Derfor ledte man efter metoder, der kunne lette
disse beregninger ved at omdanne gange og division til plus og minus.

Det blev den skotske godsejer John Napier, der lgste dette gennem kon-
struktion af et omfattende tabelveerk over tal, han kaldte
logaritmer, og som ifglge Napier havde disse "vidunderlige egenskaber".

Napier har ikke selv fortalt, hvad der satte ham i gang med dette arbejde,

der kom til at tage 20 ar af hans liv. Men man ved, at en af hans naere ven-

ner, en leege John Craig, var med i felget, da den skotske kong James 1. i

1589 rejste til Danmark for at forberede sit bryllup med den danske prin- John Napier (1550-1617)
sesse Anna, sgster til Christian 4.

Det blev et langt ufrivilligt ophold pa grund af tilfrosne farvande og voldsomme vinter-
storme. Mens folget er i Danmark, besegte de Tycho Brahe pa gen Hven. Vi ved, at
John Craig var med.

Tycho Brahe (1546-1601) var Europas fgrende astronom, og den danske konge havde
allerede i 1576 stillet Hven i @resund til radighed for ham, s& han kunne etablere sine
observatorier her. Man formoder, at John Craig efter sin hjemkomst har fortalt John
Napier om Tycho Brahe, og om hvor omfattende et arbejde det er at beregne himmel-
legemernes gang. Vi ved, at lzegen havde brevforbindelse med Tycho Brahe i tiden
efter, og her begynder Napier det arbejde, der fgrer frem til konstruktionen af logarit-
merne.
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Ovelse 6.3

Tycho Brahe kendte og anvendte faktisk en metode, der kunne omdanne gange og di-
vision til plus og minus, men den var ret besveerlig at anvende. Den byggede pé nogle
seerlige trigonometriske formler som fx

sin(u)-sin(v) = 3-cos(u —v)—3-cos(u +v) *

Venstre side er et produkt, mens hgjre side kan udregnes som en sum og en differens
samt nogle tabelopslag.
Skal vi udregne et produkt, omskrives det forst pa felgende made:

79,65-413,1=0,7965-10%-0,4131-10° = 0,7965-0,4131-10° **
a) Forklar udregningen.

b) Hvis vi i formlen (*) saetter: sin(u) = 0,7965 og sin(v) = 0,4131, sa kan vi benytte
formlen til at beregne: 0,7965 - 0,4131. Bestem derfor u og v ud fra ligningerne:

sin(u) = 0,7965 og sin(v) = 0,4131.

c) Benyt nu de fundne resultater for u og v til at udregne hgjre side i formlen (*).
Resultatet af denne beregning er alts& netop produktet 0,7965 - 0,4131.

d) Fuldfer nu beregningen i (**), og kontroller udregningen ved pa saedvanligvis at
gange de to tal sammen ved hjeelp af dit veerktgjsprogram.

Beregningsprocessen i gvelse 6.3 blev kendt under navnet Prostha-
phaeresis, der er en sammentraekning af de graeske ord for addition og
subtraktion. Metoden blev fra omkring 1580 udbredt blandt astronomer,
og en af datidens starste eksperter inden for dette felt var ansat hos
Tycho Brahe.

Han er i eftertiden blevet kendt under navnet Longomontanus (1562-
1647), men han hed egentlig Chresten Serensen. Han var bondesegn fra
Lomborg ved Lemvig, og det var karakteristisk for Tycho Brahe, at han
sa efter talent og ikke efter slaegt, nar han knyttede folk til sig. Heri 13
ogsa kimen til den senere konflikt med adelen, ikke mindst da han ogséa
giftede sig med en ikke-adelig. Tycho Brahe forlod Danmark i 1597.

Longomontanus "Astrono-
mica Danica” fra 1622.

Ovelse 6.4

Longomontanus blev hjemme og udgav i 1622 et stort veerk om astronomi, hvori han
ogsa sammenfattede sin viden om Prosthaphaeresis-metoden.

Pa hjemmesiden ligger uddybende materialer om denne beregningsmetode.
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Napier ser altsd behovet for at udvikle et nyt hjeelpemiddel til at udfere store beregninger.
Men hvordan han fik ideen til sine logaritmer, ved vi ikke med sikkerhed. Meget taler for,
at den simpelthen udsprang af potensreglen: a" - a™ = a"™"™, hvor vi ser at en multiplika-
tion pa venstre side er knyttet til en addition pa hgjre side.

| et veerk fra 1544 skrev forfatteren Michael Stifel (1487-1567) om talfelger som disse:

Y

0 |1 [2,(3,] 4[5,/ 6| 7|8

112 |4 |8 16 |32 | 64 | 128 | 256

at "addition i den overste reekke svarer til multiplikation i den nederste reekke, ligesom
subtraktion i den overste svarer til division i den nederste."

Ovelse 6.5

Forklar hvad forfatteren mener med denne formulering. Indfer gerne symbolsprog i din
forklaring.

| kapitel 4, Eksponentielle vaekstmodeller, diskuterede vi udvidelsen af potensbegrebet,
og af hvordan a* kan defineres for alle tal x pa en sddan made, at potensreglen

a"-a" =a"" stadig vil geelde. Det blev ogsa diskuteret pa Stifels tid. Han skriver endda:
"Man kunne skrive en helt ny bog om de vidunderlige egenskaber, disse tal har, men jeg
ma pé dette sted lade det ligge, lukke ejnene og ga videre."

Napier kendte til dette veerk, der havde titlen Arithmetica Integra, og det er tankevaek-
kende, at netop formuleringen om tallenes vidunderlige egenskaber kom til at indga pa
titelbladet, da han udgav sine tabeller.

Napiers ide er saledes meget kort fortalt, at havde vi en tabel som den ovenfor med
sammenhgrende veerdier for "alle" tal, sd kan vi udregne produktet af to tal fra den
nederste raskke, fx tallene 7,61 og 10,93, ved at afleese, hvilke tal der star i den gverste
reekke, addere disse og finde denne sum i den gverste raekke, og endelig ga ned og
aflaese, hvilket tal dette hgrer sammen med i den nederste raekke.

Ovelse 6.6

a) Bestem de tal x og y, der star i den gverste reekke i tabellen oven over henholdsvis 7,61
og 10,93, ved at lgse ligningerne 2* = 7,61 og 2”= 10,93 med en solve-kommando.

b) Udregn x + y, og bestem det tal i den nederste raekke, som x + y herer sammen med

ved at udregne 2.

c) Kontroller pa dit veerktej, at dette faktisk er produktet 7,61 - 10,93.

Bemeerk, at de udregninger, vi foretager i a) og i b), faktisk svarer til opslag i tabeller!
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Napier udgav sit forste tabelveerk om logaritmerne i 1614. Det var ikke de logaritmer, vi
kender i dag. Napiers logaritmer log, opfyldte en lidt anden regel, nemlig forholdsreglen:
% %

= IOgN(X1) |09N(X2) = IOgN(Xs)_|09N(X4)
X. X

2 4

Navnet logaritme er graesk og betyder netop forholdstal.

Qvelse 6.7

folgende formel for Napiers logaritme:

Vis ved hjeelp af ligningen % %

log, (a-b) =log,(a) +log, (b)—log, (1)

Da den engelske matematiker og astronom Henry Briggs (1561-1630) ser Napiers forste
tabelvaerk i 1614, bliver han begejstret for de nye muligheder. Briggs ser den enkle for-
bedring af Napiers logaritme, der kunne opnés ved at konstruere logaritmerne, saledes
at det sidste led i ligningen ovenfor bliver 0. Han besgger Napier i 1615, og de bliver
enige om at gennemfgre eendringen. Men Napier der kort efter, s& Briggs ger selv arbej-
det faerdigt. | 1628 udkommer de forste komplette tabeller over det, som vi i dag kalder
titalslogaritmen og betegner log.

Logaritmetabellerne udfyldte et stort behov og tabellerne spredtes hurtigt selv om
det var under 30-ars-krigen. Allerede i artiet efter findes der kopier af tabellerne i de
fierneste egne af Europa.

Ovelse 6.8

Pa hjemmesiden ligger et uddybende materiale om logaritmer.

1.3 Tabelfabrikken

Da man under den franske revolution beslutter at indfere titalssystemet overalt, bliver der
som omtalt ovenfor brug for nye trigonometriske tabeller. Nar man alligevel skal i gang,
besluttes sa yderligere at lave helt nye og langt mere ngjagtige logaritmetabeller fra bun-
den. Det er et keempearbejde, som man paleegger matematikeren de Prony (1755-1839)
til dennes store utilfredshed. Det tog 20 ar af Napiers liv, og nu vil man have tabeller med
omkring 20 decimaler! Der skal beregnes op mod en halv million veerdier. Hvordan skal
han dog organisere det?

Men sa far han nazermest en dbenbaring gennem laesning af gkonomen Adam Smiths
(1723-1790) epokegerende veerk om Nationernes Velstand. Det er i dette veerk, man fin-
der den forste gennemgribende argumentation for betydningen af arbejdsdeling. Prony
har senere fortalt om denne inspiration (citeret fra en engelsk matematikhistorikers
veerk):
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"I came across the chapter where the author treats of the division of work; citing, as an

example of the great advantages of this method, the manufacture of pins. | conceived

all of a sudden the idea of applying the same method to the immense work with which ¥
| had been burdened, and to manufacture logarithms as one manufactures pins. | have !
reason to believe that | had already been prepared for this conception by certain parts

of mathematical analysis, on which | was then lecturing at the Ecole Polytechnique."

Ovelse 6.9

Pa hjemmesiden ligger det uddrag af Adam Smith, Nationernes Velstand, som Prony
omtaler.

Prony oprettede derfor en tabelfabrik med tre

niveauer af arbejdere. s
Det gverste niveau, teoretikerne, bestod af ié @

nogle fa professionelle matematikere som han
selv. De besluttede, hvilke formler der skulle an- \@
vendes, hvilke seerlige veaerdier i tabellerne, der 0
skulle beregnes helt fra bunden, og hvor mange Q@
decimaler der skulle arbejdes med. 6

Det mellemste niveau bestod af et hold ma-
tematikere, der kunne foresta udregningen af En Engelsk tyvepundseddel, der viser Adam Smith og hans be-

disse seerlige veerdier. Der var et par tusinde af remte nélefabrik, der illustrerer betydningen af arbejdsdeling.

disse veerdier. Beregnerne skulle have en solid
uddannelse, som fx ingenigrer, for at kunne
gennemfgre disse avancerede beregninger.

Endelig bestod det laveste niveau, assistenterne, af et stort hold arbejdere,
fra 60 til 80 i alt, der var ansvarlige for at udfylde resten af tabelvaerdierne
ved brug af sdkaldte interpolationsmetoder. | realiteten kreevede det kun
kendskab til addition og subtraktion af hele tal. P4 dette niveau var udreg-
ningerne helt mekaniske, og det var pa ingen made afgerende, om man
forstod ideen bag interpolationsmetoden.

Hvem som helst kunne derfor i princippet udfere interpolationen. Prony far
den ide at bruge arbejdslose friserer til arbejdet! For revolutionen havde det
franske aristokrati veeret storforbrugere af speciallister i haropsastning for
at kunne saette de yderst kunstfaerdige frisurer, som var pa mode blandt

adelen. Revolutionen havde derfor kastet et stort antal parykmagere, friso- Tryk efter kobberstik af Dupin fra
rer osv. ud i arbejdsleshed. Prony tilbgd dem at blive omskolet til at kunne 1778. Billedet viser en ung kvinde
lzegge tal sammen og traekke tal fra hinanden og arbejde i tabelfabrikken. og hendes frisor.
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Ovelse 6.10

Interpolation betyder, at man ud fra kendte vaerdier i en tabel beregner vaerdier, man
ikke havde i forvejen. Antag vi har bestemt logaritmerne til tal med én decimal, sa vi
kender tallene log(7.1), log(7.2), log(7.3) og log(7.4) i tabellen. Hvordan beregnes nu

X log(x)
m logaritmerne til tallene imellem disse?

715 . _ °
_— Den simpleste metode er at traekke en linje mellem to kendte punkter pa grafen,
_r2 0873 fx punkterne (7.3, 10g(7.3)) og (7.4, log(7.4)), som vi ved er lig med (7.3, 0.8633) og
N (7.4, 0.8692) og anvende denne linje til at beregne den nye logaritmeveerdi — i dette

7.3 0.8633 tilfeelde log(7.35). Vi regner med 4 decimaler.

SR a) Hvilken metode vil du anvende til at bestemme veerdien i 7.35?

74  0.8692

(7.4, 0.8692) b) Bestem nu ved lineeer interpolation y-veerdien herende til x = 7.35
og sammenlign med log(7.35) udregnet pa et veerktgjsprogram.

c) Find herefter pa samme made tilneermede vaerdier for logaritmen
til 715 og 7.25.

Pa hjemmesiden ligger yderligere materiale om Pronys tabeller og
interpolation.

Det tog ca. 10 ar for Pronys tabelfabrik at udarbejde tabellerne. Beregningen blev
udfert af to uafhaengige hold, s& man kunne kontrollere de to tabeller mod hinanden for
eventuelle regnefejl.

De to tabeller bestod begge af 19 bind med 251 folioark i hvert bind, hvor hvert folioark
rummede 100 handskrevne tabelveerdier. Men da man derefter skulle trykke tabellerne,
gik det galt. De gkonomiske omkostninger var skyhgje og den franske skonomi kunne
ikke klare det ambitigse projekt alene. Et forseg pa at gere det til et internationalt pro-
jekt strandede ogsa - engleenderne ville ikke ga over til titalssystemet generelt. Ogsa

i Frankrig havde man forladt ideen om at indfere titalssystemet i kalenderen og ved
gradmalinger.

Tabellerne blev forst trykt i 1891 og i en noget reduceret udgave. Men ideen om nygra-
der havde slaet rod nogle steder. | dag anvendes de fx ved landmaling, hvor vinkelen-
heden for nygrader kaldes gon.

Brugen af logaritmetabeller var en fast del af undervisningen i realskoler og p& gymna-
sier frem til lommeregnernes indtog. Danske gymnasieelever fik udleveret regnestokke
som denne, hvor logaritmiske skalaer var indgraveret, s man ikke behgvede papir-
tabeller. Alle beregninger kunne udferes med regnestok.

/ ¢ Qvelse 6.11

Pa hjemmesiden ligger et materiale, hvorudfra man kan konstruere sin egen papir-reg-
nestok. Gennem sma regnegvelser kan man fa indtryk af, hvor effektivt et hjzelpemid-
del regnestokken var.
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6. Logaritmer (iseer for A-niveau)

2. Logaritmefunktioner og eksponential-
funktioner

Logaritmefunktionen blev som naevnt oprindeligt konstrueret pa tabelform, men i dag
udnytter vi, at logaritmefunktioner kan konstrueres som formeludtryk — det vender vi
tilbage til p& A-niveau under emnet: Integralregning. | dette afsnit vil vi konstruere loga-
ritmefunktionerne pa grafisk form.

y=a
Lad a veere et positivt tal. Vi ser pa grafen for eksponentialfunktionen y = a*.
Vi veelger et bestemt tal x, pa 1. aksen og bestemmer via grafen tallet y, = a* som vist X X
pé figuren. Vi har séledes opnéet en sammenhaeng mellem x, og y,.
y
Vi kan ogsa bruge grafen omvendt til ud fra en bestemt veerdi y, at bestemme det tal .
y=a

X,, som netop opfylder at a*=y,.

Bemeerk, at da funktionen er voksende (eller aftagende), ser vi, at der til hver y-veerdi
kun kan veere netop en x-veerdi.

Dette tal x,, der harer sammen med y,, kalder vi nu logaritmen til y,:
X, = 10g,(y,)

log, (y,) er altsé lig med det tal x,, der opfylder a“=y,.
log, kaldes for logaritmen med grundtallet a.

a) Vis ud fra ovenst&ende, at log_(a) = 1 for ethvert positivt tal a.
b) Vis ud fra ovenstéende, at log, (1) = 0 for ethvert positivt tal a.

c) Argumenter for, at dette betyder, at for alle logaritmefunktioner gar grafen
gennem punktet (1, 0).

2.1 Titalslogaritmen log

Vi ser nu specielt pa tilfeeldet, hvor grundtallet er 10, dvs. hvor a = 10.

log(y,) er lig med det tal x,, der opfylder 10™= ¥, idet vi kalder log,, for log.

Dvs. logaritmen til et tal y, er lig med den eksponent x,, som 10 skal oplaftes til for
atfay,.

Eksempel: Titalslogaritmen er eksponenten
a) log(100) = 2, fordi 102 = 100.

b) log(1000000) = 6, fordi 10° = 1000000.
c) log(+/10) = 1, fordi 10? = V10.
d) log(1) = 0, fordi 10° = 1
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Kombinerer vi nu de to sammenhgrende ligninger: log(y,) = x, og 10%=y,,

far vi felgende:
1) y, =109 2) x, = log(10*)

Vi sammenfatter det ovenstéende:

Definition: Logaritmefunktionen log

Log er den omvendte funktion til y = 10*. Den opfylder fglgende:
y =109 og x = log(10%).

Vi siger kort, at log(x) og 10* ophaever hinanden.
Da eksponentialfunktioner kun giver positive veerdier, kan vi kun tage log
til positive tal.

2.2 Den naturlige logaritme In

Under emnet: Differentialregning vil vi studere en given grafs forleb ved at se pa
tangenterne til grafen og undersoge, hvordan deres haldning varierer. Heeldningen af
en tangent maler, hvor hurtigt eller hvor langsomt den afheengige variabel vokser eller
aftager, og det er en vigtig metode at kunne bestemme sddanne haeldninger.

Vi vil nu konstruere en seerlig logaritmefunktion med den egenskab, at haeldningen for
tangenten er 1 i punktet (1,0), som netop er det punkt, som alle logaritmefunktioners
grafer gar gennem.

214

4 10
Gennemfar en konstruktion efter den opskrift, Y
der er angivet pa tegningen. Tallet, der varieres
med skyderen, er grundtallet a. B
Bestem den veerdi, der 1 4
ol

giver tangenthaeldningen 1.

Det er denne funktion, vi kalder den naturlige logaritmefunktion. Den naturlige logarit-
mefunktion betegnes In (efter den latinske betegnelse logaritmus naturalis).

Dens grundtal kaldes for e, og dette tal er ligesom tallet Tt et af de fundamentale tal

i matematikken. Det er et uendeligt decimaltal. Angivet med de forste 5 decimaler er
e =2,71828.

Den tilherende eksponentialfunktion kaldes den naturlige eksponentialfunktion.

Den skrives:
y=¢" eller y =exp(x)
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Som for log sammenfatter vi i felgende:

Definition: Den naturlige logaritmefunktion In

In er den omvendte funktion til y = e*. Den opfylder falgende:
y=e""og x =In(e"

Vi siger kort, at In(x) og e* ophaever hinanden.
Da eksponentialfunktioner kun giver positive vaerdier, kan vi kun bestemme In
til positive tal.

Find In(x) og e* i dit vaerktgjsprogram og kontroller ved nogle taleksempler, at de to
funktioner opheever hinanden.

2.3 Logaritmereglerne

Satning 1

Lad a og b veere positive tal, og x et vilkarligt tal.
Der gaelder, da

1) log(a-b) = log(a) +log(b) 1) In(a-: b) = In(@) + In(b)

2) Iog(%) — log(a) — log(b) 2) In [%) = In(a) - In(b)

3) log(a®) = x-log(a) 3) In (@) =x-In(a)

4) log(¥/a) = 1-log(a) 4) In(¥/a)=1-In(a)

Bevis for logaritmeregel 1

Vi beviser reglen for log. Beviset for In foregar efter samme metode.
Ifolge definitionen ovenfor geelder der, at:

a=10""og p =10
Vi indseetter dette i udtrykket pa venstre side og omskriver:
log(a - b) = log(10'°® - 10"
= log(10'°9(@) + 1o (®)) Potensregel

=log(a) + log(b) log og 10" opheever hinanden /

Vis logaritmeregel 2.
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Bevis for logaritmeregel 3

Lad a veere et positivt tal, og x et vilkarligt tal.

Igen indsastter vi a = 10°°°® j udtrykket pa venstre side og omskriver:

log (ax) = log ((1 0'°9‘a))x)

= log (1 O'°9("‘)D‘) Potensregel
= log(a) [k log og 10" ophaever hinanden
= x og(a) v

Vis logaritmeregel 4.

Udregningerne i beviserne ovenfor byggede pa potensregler og pa definitionen af
logaritmefunktionen. Beviserne kunne derfor gennemfores for alle logaritmefunktioner.
Derfor:

Regnereglerne geelder for alle logaritmefunktioner, specielt ogsa for den naturlige
logaritmefunktion, In.

| gymnasiet koncentrerer vi os om de to funktioner log og In.

Vi konstruerede logaritmefunktionerne som omvendte funktioner til eksponentialfunk-
tionerne. Dvs. vi starter pa 2. aksen, og finder logaritmen til tallet p& 1. aksen. Det
betyder, at vi for logaritmefunktionerne har byttet om pa, hvor den uafhaengige og den
afhaengige variabel aflaeses. @nsker vi grafen for logaritmefunktionen praesenteret pa
saedvanlig vis med den uafhaengige variabel ud af 1. aksen, kan vi blot spejle graferne
for eksponentialfunktionerne, sé 1. og 2. aksen bytter plads. Se figurerne.

De to logaritmefunktioner er voksende, men veeksten er meget langsom. Fx far vi for log:
e Nar vi beveeger os ud til x =100 er log-funktionen néet op péa 2.
e Nar vi bevaeger os ud til 1 million er log-funktionen naet op pa 6.

216

a) Hvor langt skal vi ud pé 1. aksen, fer logaritmeveerdien bliver 100?

b) Logaritmefunktionen vokser langsomt, men logaritmeveerdierne kan alligevel blive s&
store, det skal vaere. Hvis vi har givet et stort tal K, hvor langt ud pa 1. aksen skal vi
sa bevaege os, for at logaritmeveerdien er storre end K?
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6. Logaritmer (iseer for A-niveau)

Eksempel: log til sma tal

Vi kan ikke bestemme logaritmen til O eller negative tal. Men hvad sker der, nar vi veel-
ger meget sma positive tal?

0,1 er det samme som 107", sa derfor er:
log(0,1) = log(107™") = —=1bg(10) = =10 = -1
0,000001 er det samme som 107%, s& derfor er:

log(0,000001) = log(107°) = -6 dog(10) = -6 = -6

Logaritmefunktionen antager sdledes negative veerdier, nar x er mindre end 1.

a) Hvor teet pa 0 skal x-veerdierne ligge, for logaritmefunktionen kommer under —-10?

b) Givet et stort negativt tal, =K. Hvor taet pa 0 skal x-veerdierne ligge, faor logaritme-
funktionen kommer under -K?

Satning 2

Nar x neermer sig 0 vil log(x) beveege sig mod —co.
2. aksen kaldes en lodret asymptote til grafen for log.

Med symboler skriver vi dette saledes:

log(x) &> - for x>0

3. Sammenhangen mellem a* og e**

| kapitel 4 blev eksponentialfunktionerne introduceret med regneforskrifteny = b - a*.
| mange andre fag og i videregdende matematik foretraekker man ofte at skrive regne-
forskriften pa formen: y =b - e~

Men hvad er sammenhzengen mellem a* og "*?

Vi deler op i to tilfaelde.

Tilfeelde 1
Regneforskriften er givet pa formen y =b - e~
Vi ensker at omskrive til formen y = b - a*. Vi omskriver:

ehx = (ek)x Vi udnytter en af potensreglerne
kX = (ek)x =g Vi kalder e* for a

Med denne veerdi af a har vi sdledes faet omskrevet til formen y =b - a*.
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Tilfeelde 2

Regneforskriften er givet pa formen y =b - a*.
Vi onsker at omskrive til formen y = b - e*. Vi omskriver:

e =a Ligningen opstilles inspireret af det foregdende
In(e") = In(a) Ligningen lgses mht. k

k-In(e) =In(a) En af logaritmereglerne anvendes

k =1In(a) Vi udnytter In(e) =1

Med denne veerdi af k er a = €', og derfor er a* = ()" = &**

Vi har séledes faet omskrevet til formen y = b - e~

Vi vil nu se nogle eksempler pa, hvordan man omskriver fra den ene form til den anden.

Eksempel: Omskrivning fra e** til a*

En funktion har forskriften y = e®%**. Vi gnsker at omskrive til formen y = a*:
a=¢e"*=1,419 Ifelge tilfselde 1 er € lig med a
Konklusion: Vi kan omskrive forskriften til y = 1,419"

Eksempel: Omskrivning fra a*til e**

En funktion har forskriften y = 0,892, Vi ansker at omskrive til formen y = e**.

e"=0,892 Ifalge tilfselde 2 bestemmes k ud fra ligningen a = e
In(e’) = In(0,892) In anvendes
k =1In(0,892) =-0,114 In(x) og e*ophaever hinanden

Konklusion: Vi kan omskrive forskriften til y = e %""**,

Omskriv:
1) y=41-1,29" til formen y = 4,1 - &~

2) y=0,69-e %" il formen y=0,69-a'

Satning 3

y=b -a* kan omskrives til formen y = b - e“* ved at satte k = In(a).

y =b - e¥* kan omskrives til formen y = b - a* ved at szette a = .
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6. Logaritmer (iseer for A-niveau)

4. Sammenhangen mellem log og In

Vi skal nu se, at titalslogaritmen og den naturlige logaritme kun adskiller sig ved en
proportionalitetskonstant. Det er derfor matematisk set ligegyldigt, hvilken en af dem
man bruger i ligningslgsning.

Y In(x)
log(x) ~

a) Tegn graferne for de to funktioner f(x) =log(x) og g(x) = In(x)
i et veerktojsprogram. 1

b) Bestem forholdet mellem y-veerdierne for de to funktioner, nar
x-veerdien varieres (se figur), og beskriv, hvad du observerer.

a) Benyt definitionen pa log, dvs. x = 10°°™¥, samt logaritmereglerne til at vise, at
In(x) = k, - log(x), hvor k, er en konstant, nemlig k, =In(10) = 2,3026.

b) Benyt definitionen pé In, dvs. x = €"¥, samt logaritmereglerne til at vise, at
log(x) = k, - In(x), hvor k, er en konstant, nemlig k, = log(e) = 0,4343.

Vi har nu i gvelse 6.21 bevist felgende:

Satning 4

Logaritmefunktionerne log og In er proportionale:

1) In(x) = In(10) - log(x), og afrundet: In(x) = 2,3026 - log(x)

2) log(x) = log(e) - In(x), og afrundet: log(x) = 0,4343 - In(x)

Bemaerk, at beviset for saetning 4 alene byggede pa definitionerne og regnereglerne,
der er feelles for alle logaritmefunktioner. Derfor gzelder seetning 4 ogsa for alle andre
logaritmefunktioner.
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5. Linearisering og anvendelsen af logaritmer
i andre fag

| kapitel 4 og 5 sé vi, hvorledes man kan udnytte logaritmefunktionen til at lose visse
opgavetyper. | dette afsnit vil vi se p&, hvorfor og hvorledes andre fag bruger logarit-
mefunktionerne til opstilling af matematiske modeller.

Logaritmefunktioner kan komprimere enorme og uoverskuelige intervaller af tal, fx tal-
lene fra 1 til 100 milliarder, og ekspandere meget sma talomrader fx tallene fra 0,00001
til 1, s& det samlet bliver sméa og overskuelige omrader. | dette tilfeelde henholdsvis
intervallet fra O til 11, og intervallet fra -5 til 0. Disse intervaller skrives symbolsk
saledes: [0;11] og [-5;0].

Argumenter for, at logaritmefunktionen transformerer intervallet fra 1 til 100 milliarder
til intervallet fra O til 11. (Vink: Teenk pa eksponentiel notation).

220

Argumenter for, at logaritmefunktionen transformerer intervallet fra 0,00001 til 1 til
intervallet af tal fra =5 til 0. (Vink: Teenk pa eksponentiel notation).

Denne egenskab udnyttes af en raekke fag, der handterer feenomener, hvor de variable
har talveerdier, der varierer fra meget sma tal til enorme tal.

Logaritmereglerne giver ogsa mulighed for at transformere eksponentielle modeller og
potensmodeller til linezere udtryk. Det er eksempler pa en mere generel metode, der
kaldes linearisering, og som gar ud pa at omforme komplicerede udtryk og grafiske
sammenhaenge, vi ikke umiddelbart kan overskue, til udtryk, der er mere overskuelige
og lettere at genkende. Linesere sammenhaenge udmaerker sig frem for alle andre
variabelsammenhaenge ved, at vi med gjet kan identificere disse.

| kapitel 5, Potensmodeller, s& vi eksempler pa en transformation af data over plane-
ters omlgbstid om Solen og deres afstand fra Solen, der resulterede i, at der fremkom
en lineseer sammenhang. Denne linearisering skete ved at oplofte de to saet af data i
hver sin potens. Vi kunne ogsé have valgt at lave en logaritmisk transformation af de to
dataseet, og sé se pa det grafiske billede af de transformerede data. Denne teknik vil
vi nu demonstrere generelt i de to tilfaelde: eksponentielle sammenhaenge og potens-
sammenhaenge.
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6. Logaritmer (iseer for A-niveau)

Eksempel: Linearisering af eksponentielle sammenhznge.

Vi har givet en eksponentiel udvikling y = b - a*, som vi omskriver ved hjaelp af log:

log(y) = log(b - a) Anvend log pa begge sider
log(y) = log(b) + log(a®) Udnyt logaritmeregel 1
log (y) = log(b) + x - log(a) Udnyt logaritmeregel 3

(I) log(y) =log(a) - x + log(b) Roker rundt

Nu omdgbes de variable séledes:

log(y) betegnes Y log(a) betegnes A log(b) betegnes B
og med de nye betegnelser bliver (1) til

Y=A-x+B

Dette genkender vi som en lineser sammenhaeng mellem Y og x.
Konklusionen sammenfattes i falgende saetning:

Satning 5

En eksponentiel sammenhang mellem de variable x og y svarer til en linezer

sammenhang mellem den variable x og den transformerede variabel Y = log(y).

Eksempel: Linearisering af potenssammenhznge

Vi har givet en potensudvikling: y = b - x?, som vi omskriver ved hjeelp af log:

log(y) = log(b - x%) Anvend log pa begge sider
log(y) = log(b) + log(x?) Udnyt logaritmeregel 1
log(y) = log(b) + a - log(x) Udnyt logaritmeregel 3

(1) log(y) = a - log(x) + log(b) Roker rundt

Nu omdeabes de variable séledes:

log(y) betegnes Y log(x) betegnes X log(b) betegnes B
og med de nye betegnelser bliver (1l) til

Y=a-X+B

Dette genkender vi som en lineser sammenhaeng mellem Y og X.
Konklusionen sammenfattes i folgende:

Saetning 6

En potens sammenhang mellem de variable x og y svarer til en lineser sammen-

haeng mellem den transformerede variabel X = log(x) og den transformerede
variabel Y =log(y).
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Tabellen viser udviklingen i antallet af insekter i en population i lebet af 60 dagn.

Antal degn (x) 0 10 20 30 40 50 60

Antal insekter (y) 3012 5925 11656 22928 45103 88725 174535

| en model antager vi, at antallet af insekter i populationen som funktion af tiden kan
beskrives ved en eksponentiel udvikling:

y=b-a"
hvor y er antallet af insekter til tiden x malt i degn.
a) Bestem a og b ved eksponentiel regression.
b) Tilfej en reekke til tabellen, hvori log(y) udregnes.

c¢) Udfer nu en lineeer regression pa de sammenhgrende veerdier af x og log(y).
Undersgg, om lineariseringen af denne eksponentielle udvikling stemmer overens
med teorien ovenfor.

Tabellen viser nogle planeters afstand til og gennemsnitshastighed i deres bane om-
kring Solen. Afstanden til Solen er angivet i AE (astronomisk enhed).

Planet Merkur Venus Jorden Mars Jupiter Saturn
Afstand (AE) 0,387 0,723 1,000 1,524 5,203 9,555
Gennemsnits- 47,89 35,04 29,74 24,19 13,06 9,64

hastighed (km/s)

I en model antager vi, at gennemsnitshastigheden (malt i km/s) som funktion af afstan-
den (malt i AE) kan beskrives ved en potensudvikling

y=b-x°
hvor y er gennemsnitshastigheden (malt i km/s), og x er afstanden (malt i AE).
a) Bestem a og b ved potensregression.
b) Tilfej to reekker til tabellen, hvori log(x) hhv. log(y) udregnes.

c) Udfer nu en linezer regression pa de sammenhgrende veerdier af log(x) og log(y).
Undersag, om lineariseringen af denne potensudvikling stemmer overens med teo-
rien ovenfor.
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6. Logaritmer (iseer for A-niveau)

5.1 Richterskalaen — et mal for hvor kraftige jordskalv er

Et jordskeelvs styrke bliver altid angivet med et tal fra Richter-

Energi som 36.543 Energien er angivet med
skalaen. Denne skala blev udviklet i 1935 af Charles F. Richter atombomber enheden Hiroshima-
og andre amerikanske geologer til at sammenligne styrken af bomber(!) og vi ser en
forskellige jordskeelv. 1156 stejit stigende kurve.
Den grundleeggende idé var at omregne udsvinget pd en seis- ' Prov, at lave en tabel,
mograf til, hvad dette udsving ville veere, hvis seismografen hvor logaritmen til tal-
befandt sig 100 kilometer fra jordskeelvets epicenter. Herefter ; 3 lene udregnes.
blev det maksimale udsving i denne bestemte afstand ved N | Hvad ser vi?
hjeelp af en logaritmisk formel omregnet til et tal, der netop er 1234567889
det tal, vi siden har kaldt Richtertallet. Richterskala

Skalaen af Richtertal var konstrueret sdledes, at jordskeelv af styrke 7 pa Richter-
skalaen giver 10 gange sa store udsving, som jordskeelv af styrke 6. Og den enerdgi,
der udlgses af jordskeelv, nar vi gar et trin op pa Richterskalaen, vokser endnu mere
dramatisk. Ved et jordskeelv af styrke 7,0 udlgses en energi ved overfladen, der er ca.
30 gange storre end ved jordskeelv af styrke 6,0.

P& hjemmesiden ligger et projekt om jordskeelv.

Den danske geolog Inge Lehmann (1888-1993) var en af pionererne i arbejdet med

at forsta, hvordan beglgerne fra jordskeelv udbredes gennem Jorden. | sine studier i

1930’erne, hvor hun sammenlignede og bearbejdede data fra mange hundrede jord-

skaelv — det var i tiden for computere — indsa hun, at en reekke af maleresultaterne ikke

kunne forklares inden for den hidtidige opfattelse af Jordens opbygning. De mange

data kunne ikke bortforklares, sé teorien om Jordens opbygning matte laves om.

| en artikel fra 1936 med den Korte titel: P' fremlagde hun som den forste en ny og

siden anerkendt teori om, at Jordens kerne bestar af to dele, en indre fast del og en

ydre flydende del.

Inge Lehmann blev 104 ar og skrev sin sidste videnskabelige artikel som 99-arig. Inge Lehmann

5.2 pH-skalaen — et mal for hvor sur en given syre eller base er
| kemi anvendes en logaritmisk skala, der kaldes pH-

skalaen, til at angive, om en bestemt vandig oplasning

er sur (som vi kender fra citrusfrugter eller fra mavesyre,

hvis man har pravet at kaste op), eller om den er basisk

(som man kender fra saebe og staerke rengeringsmidler

som ammoniak).

Rent teknisk finder man pH-vaerdien som:
pH=—log ([Hp*])

hvor .0 Fer koncentrationen af pH-skalaen blev udviklet af de danske kemikere S. P. L.

H,O*-ioner (mélt i mol/Liter). Sorensen (t.v.) og Johannes Brondsted (t.h.), mens de
pH er en forkortelse af "pondus Hydrogenii", arbejdede som forskere pé Carlsberg. Den omtales
der er latin og betyder: veegtning af hydrogenioner. forste gang i en artikel af S. P. L. Serensen fra 1909.
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For almindeligt rent vand er koncentrationen [HSO*] =107,
sa derfor er:

pH(vand) = —Iog(@p+ %z -log (10‘7) =-(-7)=7

7 er sdledes det neutrale sted pa pH-skalaen. lonkoncentrationerne for forskellige
oplasninger svinger fra forsvindende sma tal, hvor den i en basisk ammoniakoplasning
fx kan vaere mindre end 10™, dvs. pH-veerdien er over 14, til koncentrationen i en op-
losning af saltsyre, hvor ionkoncentrationen fx kan veere storre end 1, dvs pH-veerdien
er under 0.

Logaritmefunktionen komprimerer intervallet, sa det bliver overskueligt.
e pH-tal over 7 svarer til basiske oplgsninger.
e pH-tal under 7 svarer til syreagtige oplgsninger.

Der er betydelige udsving i pH-veerdierne forskellige steder i kroppen:

e pH-veerdien i blodet er 7,4.

e pH-veerdien i mavesaekken er 2.

Til sammenligning er pH for almindelig kaffe 5,0, for ol 4,5 og for cola 2,5.

Vi vender tilbage til pH-skalaen i de emner, der er knyttet til matematik-kemi studieret-
ningen.

5.3 Decibelskalaen - et mal for lydstyrke

Lyd forplanter sig gennem luften fra en lydkilde
til vores grer via svingninger. En hgijtalers

Relation between sound pressure in micropascals
and sound pressure level in decibels re 20 pPa.

Sound pressur level Sound pressure . . R
in Decibels in Micropascals membran saetter luften i svingninger, og nar
disse rammer vores trommehinder, seet-
100.000.000 . o . L
130 _ tes disse i tilsvarende svingninger, sa vi kan
Ships engine room 120 _| opfatte lyden, som den blev udsendt. Star man
Percussive pilingat 10m 110 _-10'000'000 teet ved hgjtalerne under en rockkoncert, kan
Loud music in discotheque/Textile mills 100 _| man rent fyS|Sk meerke disse svingninger af
1.000. 5
Breakerati0m o0 _|- 000.000 luften som et pulserende lydtryk pa kroppen.
Diesel freight train at high speed at 25 m 80 _| o )
Average road traffic at 25 m from |_100.000 Lydtrykket kan males, og det interval vores
busy primary distriburorroad 70 | orer kan opfatte er enormt — fra de svageste
Conservation in quiet living room 60 _| 10.000 lyde til et lydtryk, der er mere end 10" gange
Activities in business office 50 _| s4 stort.
Soft whisper at 2 m in library 40 _|
| 1.000 i
Countrypark 30 _| Lydtrykket méles normalt i e.n enhed, der .
kaldes decibel, hvor det faktiske lydtryk, vi
Unoccupied broadcast studio 20 _| L .
| 100 kan opfatte, er logaritmisk transformeret til en
10 _| . T
Threshold of hearing for normal skala fra 0 til ca. 150 (men i virkeligheden uden
young people 0 _1.20 en gvre graense).
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6. Logaritmer (iseer for A-niveau)

De laveste veerdier, unge mennesker kan opfatte, har et lydtryk pa 20 mikro-pascal. Det
er lyden af et blad, der glider hen over nogle fliser. P4 decibelskalaen szettes dette til 0.
20 dB svarer til en hvisken, 80 dB svarer til en trafikeret gade, 110 dB til en rockkoncert.
Hver gang vi gar 20 dB frem pa dB-skalaen, s stiger lydtrykket med en faktor 10.

Via hjemmesiden kan man finde yderligere materiale om stgj, lyd og decibel.

Opgaver
P& hjemmesiden ligger opgaver i tilknytning til kapitel 6.

6. Projekter

P& hjemmesiden ligger en rackke projekter, der knytter sig til kapitel 6.

P& hjemmesiden ligger yderligere seerlige studieretningskapitler med opleeg til samar-
bejde mellem studieretningsfagene, samt kapitel 10, Matematik og kultur, med ma-

terialer og projekter, der kan anvendes i et samarbejde med humanistiske fag eller i
selvsteendige forlob.

Hvad er matematik? C, Grundbog, e-bog 978 87 7066 549 0 © L&R Uddannelse, Kgbenhavn 225


http://www.gymportalen.dk/hvadermatematikc/500
http://www.gymportalen.dk/hvadermatematikc/365
http://www.gymportalen.dk/hvadermatematikc/133

226

Det matematiske sprog - tal og ligninger

1. 1 - |
11 Talogtalord. . ...
1.2 TalSaANS .. e
1.3 Talsymboler—omatskrivetal ......... ... . . . . i
1.4 Positionstalsystemer . . ... e
1.5 Udvidelse af talbegrebet — nul, negative tal, breker . . . . . ........ ... ... ...

2. Regningmedtal ... ... i i ettt e e
21 Sadanregnes medtalogparanteser .. ........ ... e
2.2 Broker og decimaltal, eksakt og tilneermet . .......... ... . ... . L.
2.3 Sadanregnesmed broker .. ... ... ...
2.4 Eksponentiel notation — sddan skrives storetalogsmatal ...................

3. Talmaengderne (iseer for A-niveau) . . ... ...ttt

4. IR o 11 Ve =
4.1 Formler — naturligt sprog og symbolsprog . . ...
4.2 Regler for lgsning af ligninger — omvendte operationer . .....................
4.3 Grafisk lesning og formelregning . ... e

5. To ligninger medtoubekendte ........... ... i
5.1 Formelregning - lige store koefficienters metode ..........................
5.2 Grafisk repraesentation og grafisklgsning . .......... .. ... ... ... .. .. ...

6. Projekter ... e et

Der findes flere tusinde sprog hvert med sine talord, som vi ikke forstar, nar vi hgrer dem.
Men talsymboler som 1, 3 og 8 kan nasten alle forsta.

Da menneskene lavede symboler for tal, tog de samtidig de forste skridt til at lave mate-
matikkens sprog, som i dag er et feelles sprog overalt pa kloden.

I dette kapitel vil vi dykke ned i eksempler pa tallenes historie og undersgge, hvordan
talbegrebet har udviklet sig.

Med symboler blev det lettere at opstille formler og lase ligninger. Men det koncentrerede
symbolsprog stiller starre krav til praecision, til at kende og folge regneregler for lignings-
lesning og til at kunne oversette frem og tilbage mellem symbolsprog, grafiske fremstil-

linger og almindeligt sprog.

Forteellingen begynder hos de oprindelige folk og i urtiden langt tilbage.
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1. Tal

1.1 Tal og talord

Pa Ny Guinea findes et folk, som kun har to talord. En hedder urapun, og to hedder
okosa. De kan godt tale om tre eller flere fisk ved at kombinere ordene. Tre hedder
okosa urapun, fire hedder okosa, okosa og fem hedder okosa okosa urapun. De har
ikke et skriftsprog og derfor heller ikke symboler for tal, sa det bliver hurtigt meget
besveerligt at angive et storre antal.

Alle sprog, vi kender, har talord, men nogle altsa kun ganske fa. Harer man nyheder fra
Gronland eller anden grgnlandsk tale, kan man midt i det grenlandske sprog pludselig
here ord som syvodfirs eller fem hundrede og treogtyve. Altsd danske talord.

Men det betyder ikke, at det grenlandske sprog ikke
selv har talord. De har en slags tyvetalssystem, hvor

der forst teelles op til fem pa den ene hand, sa skiftes til
den anden hand og fra 11 skiftes til fedderne. Efter 20
kombinerer de talordene efter samme metode som pa
Ny Guinea.

| et moderne samfund med finanslove, manedslgnninger
og internationale flyforbindelser bliver det sa besveerligt,
at grenleenderne i stedet anvender de danske talord.

Gronlandske talord
5 tallimat, jf. taleq arm, dvs. hele forste hand er
talt
6 arfinillit, jf. arfak handkant, dvs. der skiftes til
anden hand
10 qulit toppene, dvs. alle fingre er talt
11 isikkanillit, jf. isigak fod, dvs. der teelles videre
pa foden

Talord kan vi felge lige s& langt tilbage, som vi har sprog, og overvejelser om tal og det
at teelle endnu lzengere tilbage. Hvordan mennesker fandt pa, at syv bern, syv fasaner
eller syv pilespidser repraesenterede det samme talord syv, aner vi ikke. Men det van-

skeligste punkt var givetvis at erkende, at et og to var tal og ikke bare ord.

Dette kan man bl.a. se af den

made, hvorpa man danner adjek-

tiver ud fra talord. Adjektiverne

er ordene tredje, femte, ottende

osv., der alle er dannet ved en

simpel sproglig konstruktion ud

fra tallene tre, fem, otte osv.

Adjektiverne kaldes ogsa or-

denstal, og de anvendes netop

til at seette noget i orden sdsom

manedens dage eller ranglisten

over de bedste 100-meter-lgbe-

re: Hun fylder ar den femte maj.

Hun er den tredje bedste

100-meter-lgber i Danmark.
Fingersymboler fra Luca Pacioli, Summa Tegningen viser et system for fin-
de arithmetica, geometrica, proportioni gerteelling fra det 8. arhundrede.
et proportionalita, 1494.
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Vi kan i alle gamle sprog og i de fleste moderne sprog se, at ordenstallene dannes af
talordene efter bestemte regler, nar vi er kommet forbi to. Men for tallene et og to er
der i mange sprog ingen sammenhang mellem talord og ordenstal.

Ovelse 7.1

Udfyld selv de tomme felter.

Dansk Engelsk Spansk Russisk
talord ordenstal talord ordenstal  talord ordenstal talord  ordenstal
1 en forste one uno odin pervyi
2 to anden two dos dva vtoroi
3 tre tredje three tres tri tretij
4 fire fierde four cuatro tietyre  tjetvjortyj
5 fem femte five cinco pjat pjatyi

Reglen gaelder ikke for alle moderne sprog. Find selv modeksempler.

| alle sprog findes en lang reekke eksempler p4, at tallet to har en anden status end de
efterfalgende. Der er lavet mange konstruktioner, hvor man ensker at angive, at der er
to, men hvor man har lavet nye ord for hvert tilfaelde.

Nogle sproghistorikere mener, at ordet to og ordet du i de indoeuropzeiske sprog har
samme oprindelse. Jeg svarer til en, og du svarer til to. Sumer, der var et rige mellem
Eufrat og Tigris forud for Babylonien, udviklede et skriftsprog sa tidligt som 3300 f.v.t.
Her er ordene for en og to de samme som ordene for mand og kvinde.

Ovelse 7.2

a) Talordet for tallet 1 har i mange sprog sin egen grammatik. Det er forskellige ord alt
afhaengigt af, hvilket ken den genstand har, vi taler om. Pa dansk har vi to ken som i
fx: en stol, et bord.

Hvordan er det i andre sprog?

b) Undersgg oprindelsen til ordene:
dobbelt, dialog, diskussion, balance, tvivl, tusmorke.
Find selv flere ord, hvor det er indbygget, at der er tale om noget med "to".

c) Find pé engelsk eller et andet sprog tilsvarende eksempler.
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Sporene efter et urfolks talbegreb om en, to, mange kan man ogsé finde i billedskrift-
sprog.

| z2gypternes hieroglyffer angiver tre krukker en oversvemmelse, tre tarer grad og tre
bolger angiver vand.

| det kinesiske skriftsprog angiver tre treeer en skov, tre mennesker alle og tre har en pels.

Vi ved ikke, hvornar menneskene fik et mere udviklet talbegreb. Men i 1937 fandt man i
en hule i Tjekkiet en ulveknogle, som blev dateret med kulstof 14 metoden til at vaere ca.
30.000 ar gammel. P& knoglen er der snit, der leder tanken hen p4a, at de har haft et vist
talbegreb.

| knoglen har en af vore forfeedre skaret 55 snit i grupper pa 5, som man ser pa billedet.
Hvilket formal, det har tjent, kan man ikke vide, men snittene er udtryk for, at nogle men-
nesker allerede dengang havde et eller andet begreb om tal.

Har de brugt knoglen til at forteelle andre i stammen om, hvor mange dyr en af jeegerne
har opdaget, eller hvor mange mennesker der er i en anden stamme, de har medt?

I Ishango i Congo har man gjort et tilsvarende fund, og der er ogsa fra nyere tider fundet
mange sadanne teellestokke, som de af og til kaldes.

Ovelse 7.3

Pa hjemmesiden ligger et uddrag af Hulebjornens Klan samt arbejdsark hertil. Forfatte-
ren Jean Auel har ladet sig inspirere af ulveknoglen til en lille forteelling om udviklingen af
talbegrebet hos neandertalerne og hos Cro-Magnon-mennesker for ca 30.000 ar siden.

Talordenes opbygning og grammatik gemmer i sig forteellinger om menneskets udvikling
af et talbegreb, om folkevandringer og om, hvornar grupper gik hver sin vej og blev til
selvsteendige folkeslag. Meget er glemt, sa vi kan neeppe afdzekke tallenes oprindelse,
men talord har veeret meget robuste og har kun eendret sig langsomt.

Tallene en og to har som omtalt en saerstatus. Men der er ogsa stadig oprindelige folk,
som har grammatisk forskellige ord for 1, 2, 3 og 4. Disse talord knytter sig til bestemte
ting og genstande, da man umiddelbart kan overskue 3 heste, 4 maend osv.

Talordene fra 5 og opad har en anden grammatik i disse gamle sprog, de er selvsteen-

dige, abstrakte ord, lgsrevet fra det, de taler om. Dette forteeller os, at herfra begyndte
man at teelle.

Ovelse 7.4

Pa hjemmesiden ligger et materiale om talordenes udformning og udvikling i en raekke
sprog. Materialet kan evt. bruges til et samarbejde med sprogfag.
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1.2 Talsans

Man kan godt have en udviklet talsans, selv om man ikke har et udviklet talsystem. De
oprindelige folks talsans har givetvis vaeret pa et helt andet niveau, end vores er i dag.
Mange beretninger forteeller om, at folk i sddanne stammer med ét blik kan overskue
om alle er med, mennesker, hunde og heste. En jesuitermunk, Martin Dobrizhoffe,
forteeller sdledes om abiponerne, en af de mange indianske stammer, der levede pa
sletterne i det, der i dag er Argentina og Paraguay, at nar stammen matte bryde op pa
grund af terke og mangel pa mad, s foregik det:

"... i en lang kaede, hvor kvinderne var til hest, og hvor de var omgivet foran, bagved og
langs siderne af utallige hunde. Fra deres sadler s& indianerne sig hele tiden omkring
og inspicerede folkevandringen. Hvis der manglede sa meget som en enkelt hund

fra den store maengde, sa blev de ved at kalde indtil de havde styr pa alle igen. Jeg
har ofte siden undret mig over, hvordan de, uden at kunne tzelle, midt i al forvirringen
kunne holde styr pa, at en enkelt hund manglede. De havde kun tre talord og afviste
fuldsteendigt at lzere talraekken af de hvide maend."

Det foregik i 1700-tallet, hvor jesuitermunken gennem nzesten 20 ar havde taet kontakt
med abiponerne. Stammen blev udslettet gennem sygdomme samt krige mod spa-
nierne. | 1800-tallet var de helt borte.

Qvelse 7.5

Hvor udviklet er vores talsans? Lav nogle sma bunker af taendstikker eller tegn pa et
papir forskellige grupper af figurer, hver pa mellem 5 og 12 figurer.

Seorg for, at de andre i gruppen ikke ser dine grupperinger.

Vis dem sd i et kort glimt til de andre, og lad dem pregve, om de kan overskue antallet
uden at nd at teelle.

Hvis der kun er 28 stole i et klasseveerelse, hvor 1. a med 28 elever holder
til, behgver man ikke at teelle eleverne for at se, om alle er madt frem.
Hvis der er faste pladser i en bestemt
forsamling, behgver man ikke at kunne
teelle for at afgare, hvem der ikke er
madt frem. Nar man efter et spil do-
mino pakker brikkerne veek, behgver
man ikke teelle efter for at afgere, om alle brikker
er med i asken.

Dette princip med at afgere, hvor der er flest, eller om der er lige mange i to grupper,
ved at forsgge at parre dem sammen to og to, er en version af det sakaldte skuffe-
princip. Skuffeprincippet har sit navn fra den enkle konstatering, at skal man laegge toj
eller andre ting i nogle skuffer, og er der flere ting, end der er skuffer, sa vil mindst to
ting blive lagt i samme skuffe.
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Pa engelsk hedder skuffeprincippet "pigeonhole-principle":

Hvis n genstande skal anbringes i et dueslag med m rum, hvorn >m , sa
ma mindst et rum indeholde mere end en genstand.

Her er n =10 duer og m = 9. Altsd ma mindst ét rum indeholde mere end
en due!

Eksempel: Skuffeprincippet

Et andet eksempel pa anvendelsen af skuffeprincippet er falgende pastand:

Der findes fire mennesker i Kebenhavn med det samme antal hdr pa hovedet.
Argumentet er falgende: Der bor over 500.000 i Kebenhavns Kommune. Antallet af har
pa et menneskehoved angives af frisgrkyndige til ca. 50.000, i ekstreme tilfaelde op til
150.000. Hvis vi nu leegger de 500.000 mennesker ned i kasser nummereret fra 0 til
150.000, vil mindst en af skufferne have mindst fire personer.

Ovelse 7.6  (iser for A-niveau)

Du kan pa hjemmesiden finde mere information om skuffeprincippet samt opgaver,
der illustrerer, hvorledes dette simple princip kan bidrage til losning af indviklede
spergsmal.

1.3 Talsymboler — om at skrive tal

De mennesker, der skabte symboler for tal, havde allerede et abstrakt talbegreb.
7 er ikke bare 7 svaner eller praecis 7 brgd, men slet og ret 7.

Ovelse 7.7

Anvend skuffeprincippet til at forklare tallet 7.
Hvordan vil du forklare tallet 83 og tallet 53297
Hvordan vil du forklare tallet 23958107669427?

Talsymboler kender vi sé langt tilbage, som vi kender skriftsprog. De tidligste symboler
kan meget vel have deres oprindelse i det at ridse linjer ind i en knogle eller skeere hak
i traestokke.

Tallene er de forste eksempler pa, at mennesker pa tvaers af sproglige og
andre barrierer kan kommunikere entydigt ved hjzelp af et symbolsprog. Pa
en markedsplads i Istanbul kan vi leese priserne, og vil vi handle, kan vi pa
en seddel skrive vores tilbud. Mayaernes tal var falles for alle folkeslag i det
nuvaerende Guatemala, sydlige Mexico og Yucatan og fulgte dem i tusinder
af ar. Hieroglyffernes tal var de samme i hele det gamle £gyptens historie.
Romertallene blev udbredt med Romerriget og var stadig det dominerende
talsystem omkring ar 1500, dvs. 1000 &r efter Romerrigets fald, ogsa i omra-
der uden nogen erindring om romernes latinske sprog.
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<

1 2 8 4 5

Vi Vil VI Vil X

6 7 8 9 10

Xl XV XX XXXX L

1 15 20 40 50

LX LXXXX C D M

60 90 100 500 1000
Mayaernes talsymboler. Kinesiske tegn. Romertal. P4 et tidspunkt justeres romertallene,
Bemeerk: De havde et tegn sa& man ogsé kan traekke én fra:

IV betyder 5-1=4, IXbetyder 10-1=09.

Disse kulturer udviklede talsystemer, hvor man kun behgvede fa symboler for at skrive
store tal. Talsystemerne var hovedsageligt additive, dvs. tallets veerdi var summen af
de enkelte symboler, der indgik.

Eksempel: Overszttelse af egyptiske tal
De eegyptiske talord er felgende: 1 10 100 1000 10.000 100.000 1.000.000

lne § ) O ¢

Derfor er det segyptiske tal: ieedid W
I
i vores talsystem tallet 46206

Eksempel: Oversattelse af romertal

Romertallenes vaerdi er angivet ovenfor.
Vi afleser, at romertallet MDCCCLXXVII i vores talsystem er tallet

1000 + 500 +3-100+50+2-10+5+2-1=1877

Nar talsystemet er additivt er det ret enkelt at laegge to tal sammen (addere to tal)
| romertallenes matematik:

CCCLXXXIl + CXXIV = CCCCLXXXXXIVII = DVI

Det er lidt mere kompliceret at treekke fra (subtrahere) i det romerske talsystem.
At gange (multiplicere) og dividere med romertal, uden brug af kuglerammer, var en
sag for hgjtuddannede eksperter.

Qvelse 7.8

Forklar de to eksempler i alle detaljer, og overseet resultatet i eksemplet med romertal
til vores tal.
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Ovelse 7.9

Pa hjemmesiden er der eksempler og evelser vedrgrende at laese, skrive og regne med
segyptiske tal, mayaernes tal, kinesiske tal og romertal. Via afsnit 6 kan man desuden
finde projekter om bl.a. den asegyptiske regnekunst.

Ovelse 7.10

Feor Rom begyndte at ekspandere fra ca. ar 400 f.v.t. var det nuvaerende Midt- og Nord-
italien domineret af etruskerne. Den centrale del af etruskernes rige var det nuvaerende
Toscana (der betyder: etruskernes land), men de bredte sig ogséa i perioder til andre
dele af Italien og havde en tid magten over Rom.

Etruskernes sprog var ikke indoeuropaeisk, og man kender det naesten udelukkende
fra gravskrifter. De havde en hgjtudviklet teknologi, og det var af dem, romerne leerte at
bygge akveedukter og kloakker, og ogsé det romerske talsystem har rod hos etru-
skerne.

Pa hjemmesiden kan du finde et materiale om etruskerne og romertallenes historie.

| Greekenland udviklede man en avanceret matematik i arene fra ca. 500 f.v.t. til ca. 400
e.v.t. Men i stedet for at udvikle szerlige talsymboler, anvendte de blot bogstaverne
som symboler for tallene. Det gjorde det helt umuligt at regne med disse, og det er
maske en del af forklaringen pa, at greekerne skabte sa store resultater i geometri og
sa beskedne resultater i talbehandling og ligningslesning.

Greekerne havde et hgjtudviklet samfund med produktion, minedrift, handel og hand-
veerk, s naturligvis kunne de regne. De anvendte regnebreetter eller andre hjaelpemid-
ler af samme type som en kugleramme (en abacus).

1.4 Positionstalsystemer
Ovelse 7.11

Hvad er princippet i en kugleramme (abacus)? Sag pa nettet eller i leksika, og prov at
finde svaret p&, hvordan man regner med brug af en kugleramme.

Tegning af kinesisk abacus, Suanpan. Kopi af romersk abacus i bronze.
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Romertallene og de aegyptiske tal er ikke positionstal. C betyder 100, uanset
hvor det star. Men babyloniernes talsystem, der stammer fra ca. 1800 f.v.t., og
som blev skrevet med kileskrift, var et positionstalsystem.

Skriveren satte meaerker i vadt ler med et skriveredskab. Nar han skrev tal, s&
lavede han symbolet for "en" med kilens ene ende og symbolet for "ti" med
den anden.

Her ses en kileskrifttavle fra Ninive med en reekke astronomiske observationer.

Babylonierne anvendte ikke 10, men 60 som grundtal, og de byggede alle tal op
ved hjeelp af de to symboler:

Symbolet for 1 eller 60: Y Symbolet for 10: <C

Den lodrette kile, tegnet for én kan ogsa betyde 60. Det er afhaengigt af, hvor det star.
Babylonierne havde ikke opfundet nullet, sé har vi ikke andre oplysninger end selve
tegnet, kan vi ikke veere sikre pa talveerdien.

Tallet: Y <C<CYYYY kan betyde bdde 1-60 +24 - 1 = 84, og ogsa
1-60°+0-60+24-1=23624 samt flere andre tal — hvilke?

Den babyloniske matematik var ret avanceret. De havde tabeller. De kendte til pythago-
reeiske sammenhaenge i retvinklede trekanter, og de kunne beregne ukendte stykker i

trekanter, efter metoder der ligner trigonometrien. Se fx kapitel 3, Geometri — konstruktion
og beregning.

Ovelse 7.12

Pa hjemmesiden findes materialer om babyloniernes talsystem med opgaver, deres
elever skulle lgse for 3000 ar siden.

Ovelse 7.13
Et tal som 247 betyder i titalssystemet: 2-10°+4-10+7-1,dvs.: 2-100+4-10+7 (¥
a) Opskriv tilsvarende tallet 519.

b) Opskriv og udregn regnestykkerne 519 + 247 og 519 — 247, sddan som du har lzert
det i folkeskolen. Hvorfor gar det godt?

c) Gennemfar beregningerne, hvor tallene er skrevet pa formen som (*).

d) | folkeskolen laerer man om noget, der hedder "seaette i mente", og "det kan man ikke,
sd ma man lane". Hvad betyder det?

e) Hvad er princippet i at gange i vores 10-talssystem? Opstil regnestykket, sddan som
du har leert det i folkeskolen. Kan du argumentere for, at de metoder, du beskriver, vil
give det korrekte resultat, nar du udregner 74 - 122
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De talsymboler, der i dag anvendes over hele kloden, kaldes de ara-
biske tal eller af og til de hindu-arabiske tal efter deres oprindelse.

Tallene fik en udformning, der ligner vore dages symboler allerede i
800-tallet. De kom til Europa med de norditalienske handelsfolk og
med de hjemvendte korsfarere efter 1100-tallet. Men der var ogsa
megen modstand mod de nye tal, iseer fordi de var lettere at forfal-
ske end de gamle romertal. Fx blev 0 til 6 og omvendt.

De nye tal fandtes i en reekke udgaver, som illustrationen viser,
mens romertal var standardiserede.

| 1299 forbed Firenzes bystyre brugen af arabertal i bogholderi. |

slaegten Medicis regnskabsbgger kan man se, at der i begyn- De hindu-arabiske tal udvikling. @verste to
delsen af 1400-tallet endnu blev anvendt romertal; men fra 1439 reekker er fra Indien &r 100 og &r 700. Neder-
optraeder arabiske tal forste gang i indferslerne, og fra 1496 star ste to er fra Vestarabien &r 900 og Spanien
der udelukkende arabiske tal i regnskabsbagerne. &r 1000.

Arabertallene fik forst deres store gennembrud, da en matematiker fra Nederlandene,
Simon Stevin ((1548-1620), udsendte en regnebog i 1585, hvor han leerte almindelige
mennesker at regne. Bogen hed blot Tierne og havde undertitlen: Undervisning i hvor-
ledes alle beregninger, der er brug for i forretningslivet, kan udfares alene med brug af
hele tal, uden brug af broker.

Bogen blev hurtigt oversat til de forskellige europzeiske sprog. | bogen demonstrerede
Stevin styrken i 10-talssystemet over for romertalssystemet, og da han brugte araber-
tallene, tog folk dem efterhanden til sig. Det var ikke mindst Stevins bager, der udbredte
kendskabet til de decimaltal, som vi finder helt naturlige i dag. Fer Stevins tid blev alt
nemlig udtrykt i broker.

Stevins metoder var stort set de samme som dem, vi undersegte i gvelse 7.13 ovenfor.

Havde vi haft 8 eller 12 fingre, havde vi sikkert haft talsystemer med 8 eller 12 som
grundtal. Hvis 8 var grundtal, havde vi haft de 8 fgrste talsymboler 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 og
7. Et tal, der skrevet i 8-talssystemet hedder 237, ville i 10-talssystemet veere:
2-82+3-8+7=159 (i 10-talssystemet).

| 2-talssystemet har vi kun to talsymboler, 0 og 1. Et tal, der er skrevet i 2-talssystemet
hedder 1101001, betyder
1-2°41-2°4+0-2°+1-2°+0-22+0-2"+1 =105 (i 10-talssystemet).

Ovelse 7.14

Nogle talsystemer er gode at anvende til at lose bestemte problemer. Fx anvendes
2-talssystemet (det binzere talsystem) i computere.

Pa hjemmesiden ligger et lille projekt om talsystemer med et andet grundtal end 10.
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Matazero

1.5 Udvidelse af talbegrebet — nul, negative tal, breker

Tallene 1, 2, 3, 4, . . . osv. i det uendelige kaldes for de naturlige tal. Selv om det er ab-
strakte symboler, sa har vi alligevel en klar opfattelse af, at tallene "handler om noget",
der findes i virkeligheden. 120 @l, 40.000 tilskuere osv.

Nullet er uundveerligt i et positionstalsystem, hvor 402, 420 og 42 er ret forskellige. Det
er ogséa netop her, det dukker op — méaske ferst som en marker, nar kuglerammens
resultat skulle skrives ned.

Hos babylonierne er der af og til en slags markar, hvor vi ville skrive 0, men de nér ikke
frem til at opfatte dette som et tal. Nullet fik i den vestlige verdens kulturkreds forst et
symbol sammen med arabertallenes udbredelse. De ldste optegnelser med en tyde-
lig brug af et cirkelsymbol som "o" for nul er fra Indien, fra ca. &r 800.

Et seerligt symbol 0 for "ingenting" er i grunden ogsa seert. Hvordan kan det samme
symbol 0 betegne, at ingen madte frem (0 fremmgdte), at alle brad var spist (0 brad),
at der er totalt vindstille (vindhastigheden er 0) osv.?

Mayaerne havde ogsa symboler for nul, men de anvendte mange forskellige, yderst
kunstfeerdige symboler for tomhed som fx dette symbol kaldet matazero. Et andet
mayasymbol for O er gengivet i afsnit 1.3.

@velse 7.15

Hvordan vil du forklare, hvad 0 er?
Via hjemmesiden kan man finde materialer om nullet i forskellige kulturer.

De negative tal opstar endnu senere i Europa. Et regnestykke som 12 - 5 er til at forsta,
men hvad skal man forsta ved tallet —3? Helt op til 1500-tallet var situationen den, at
hvis man ved lgsning af en ligning fik negative tal som resultat, blev en sadan lgsning
kaldt "fiktiv" (herende til fantasien, ikke til virkeligheden), og man s& bort fra den.
Behovet for at kunne operere med og skrive negative tal opstod bl.a. i Norditaliens
handelshuse i 1100-1200-tallet, hvor regnskaber af og til viste underskud. Sddanne
negative tal blev mange steder skrevet som rade tal, og dette indgar stadig i sproget,
nar man i dag kommenterer regnskaber. Den samme praksis med at skrive underskud
som rgde tal blev i gvrigt ogsa anvendt i Kina, og maske er skikken bragt hjem til Italien
derfra.

Qvelse 7.16

Hvordan vil du forklare, hvad et negativt tal er? Fx tallet —-3?

Brokerne er meget zeldre. Z£gypterne opererede med brgker for 4.000 ar siden, men
det var dog begreenset til typerne %%% (stambroker), samt tallet % En udregning var
ikke feerdig, for resultatet var omskrevet til en kombination af (forskellige) stambrgker.
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Der er normalt en del mader, hvorpa en brek kan skrives som en sum af stambrgker, og
man prever sig frem indtil man maske finder et system. Fx:

S5_1,4_1,1
1616716 16 4
7 _21_17,4 _ 1,3 ;1 _1,1 .1
17 51 51 51 3 51 51 3117 51

De a=gyptiske matematikere (skriverne) anvendte brekregning, nar de skulle afregne
med arbejderne, fx ved de store pyramidebyggerier. De havde ikke penge, lonnen blev
udbetalt i fx bred og el, s& de skulle veere i stand til at omregne naeringsveerdien i en
type brad til en anden type, eller til naeringsveerdien af gl. De havde bestemte metoder
til at dividere og dermed omskrive breker. For dem ville omskrivningen ovenfor veere:

S5_1,1

16 4 16

o7 e e i [

17 "4 8 34 136
Ovelse 7.17

a) Forklar hvad der sker, trin for trin i omskrivningen ovenfor.

b) Prov at udfordre hinanden med omskrivning af braker til sum af stambroker

Eksempel: ZAgyptisk brekregning

P& hjemmesiden er der henvisninger til projekter om den aegyptiske brgkregning og om
indfering i brokregning via et eksperimenterende arbejde med stambroker.

2. Regning med tal

2.1 Sadan regnes med tal og med parenteser

Symbolerne: +, —, -, : og = stammer fra 1500-1600-tallet. Det forste lighedstegn i
historien findes saledes skrevet i en bog i 1557. Fer den tid blev alt skrevet med ord.
Regnestykket

3+4-5=23
ville lyde:

"Gang 4 med 5, resultatet heraf er 20. Leeg 3 til 20, det er lig med 23. Dette er resultatet".

Ovelse 7.18
Skriv pd samme made med ord regnestykket:

15-12:3 =11
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Bogen fra 1557 er en leerebog i regning, skrevet af englaen-
deren Robert Recorde (1510-1558). P& siden, der er gengi-
vet, kan vi fx se ligningen

som oversat til moderne skriftform svarer til ligningen
14x+15=T71

Vi kan ogsa laese Robert Recordes begrundelse for at be-
nytte = i stedet for ord (her gengivet pa moderne engelsk):

"And to avoid the tedious repetition of these words: ’is equal
to’ I will set as | do often in work use, a pair of parallels, or
twin lines of one length thus: =====, because no 2 things
can be more equal."

De gamle regnestykker fylder meget, og de er lidt vanske-
lige at overskue. Men vi far at vide preecis, hvad vi skal. |
et moderne regnestykke star der ikke, i hvilken raekkefglge
tingene skal gares. Derfor ma vi have nogle faste regler.

Praxis: Regning med fortegn og parenteser

Fortegnsregler:

Parentesregler:

Regel Eksempel

Hvis der er en parentes, der kan 5-(7+3)=5-10=50
regnes ud, gores det forst.

Hvis parentesen ikke kan regnes 5:-(7+x)=5-7+5-x=35+5x
ud forst, ganges den ud, eller den -3-(2x+1)=-3-2x-3-1=-6x-3

haeves. 4-(2-8x)=4-2+8x=2+8x
9+ (6x-5)=9+6x-5=4+6x

Hvis to parenteser ganges sam- (3-4x)-(5+6y)=3-5+3-6y—-4x-5-4x -6y
men, sa ganges alle led fra den =15 + 18y - 20x — 24xy

ene parentes med alle led fra den

anden parentes.

Hvis et udtryk (uden parenteser) Korrekt: 2+3:-4=2+12=14

indeholder flere af regningsarterne, Forkert: 2+3:4=(2+3):-12=5:-12=60
sa udregnes gange (-) og division () Korrekt: 15-9:3=15-3=12

farst, og derefter plus og minus. Forkert: 15-9:3=(15-9):3=6:3=2
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Pa hjemmesiden findes et materiale, der giver to typer argumenter for fortegnsreglerne:
e dels et aritmetisk argument ud fra systematikken i gangetabellerne
e dels et geometrisk argument ud fra ligedannetheder.

Praxis: Kvadratsatninger

De sakaldte kvadratszetninger er nogle specielle parentesregler.

1. (a+b)®> =a’+b®>+2ab
Med ord siger vi: Kvadratet pa en toleddet storrelse er kvadratet pa forste led
plus kvadratet pa andet led plus det dobbelte produkt.

2. (a—b)*> =a*+b*-2ab
Med ord siger vi: Kvadratet pa en toleddet storrelse er kvadratet pa ferste led
plus kvadratet pa andet led minus det dobbelte produkt.

3. (a+b)-(a—b)=a*-b?
Med ord siger vi: To tals sum gange de samme to tals differens er lig med kva-
dratet pa forste led minus kvadratet pa andet led.

Vis de tre kvadratsaetninger ved at anvende parentesregel nr. 3 ovenfor.
Kvadratsaetningerne er uhyre nyttige, og vi vil mede dem mange forskellige steder i
matematik.

Kvadratsaetningerne anvendes ofte "baglaens", fx til at omskrive et udtryk til et kvadrat,
som folgende:

x?+10x +25 = (x + 5)?

Laeg meerke til, at tallet 5 er det halve af koefficienten til x.
Omskriv selv folgende:

1) x*+12x +36 2) x*-8x+16

3) 4y?-9z7* 4) 4m? + 40m +100
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Lad os antage a og b er positive tal, og lad os repraesentere dem med linjestykker af
denne leengde.

a) Giv et geometrisk argument for den ferste kvadratsaetning ved at lade a og b udgere
siderne i et rektangel som vist pa figuren.

b) Konstruer selv figurer, der kan anvendes i en argumentation for anden og tredje
kvadratsaetning.

Eksempel: Udregning ved brug af Pascals trekant

Udregnes tilsvarende den tredje, fierde osv. potens af (x + y) pa et vaerktgj, far vi:
(x+y)? = x*+2xy +y? hvor de tre koefficienterer: 1 2 1
(x+y)® =x®+3x°y +3xy” +y° hvor de fire koefficienterer: 1 3 3 1

(x+y) =x*+4x’y +6x°y* +4xy® + y*  hvor de fem koefficienterer:1 4 6 4 1

Disse koefficienter kan opstilles i en trekant, hvor 111

man meget enkelt far naeste raekke ud fra den fore- 12 1
géende som vist pa figuren. 1331
146 41
1510 10 5 1
16 15 20 15 6 1
17 218 35 21 7 1
18 28 56 70 56 28 8 1

1

Trekanten kaldes Pascals trekant efter en af de ma- 11
tematikere, Blaise Pascal (1623-1662), der studerede 121
denne. Pa hjemmesiden er der et projekt om Pascals 114363411
trekant. Sammenlign de tre gverste gule raekker med 1510 10 5 1
de tre formler oven for. Benyt den 4. gule raekke til at 1615 20 15 6 1

. 7 17 21 35 35 21 7 1
opskrive hvad fx (x + ) er. 18 28 56 70 56 28 8 1

Har du brug for at genopfriske reglerne i hele dette afsnit, kan du finde treeningsopgaver
via hjemmesiden.
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7. Det matematiske sprog - tal og ligninger

2.2 Brgker og decimaltal, eksakt og tilnzermet

Regning med brgker videreudvikledes i middelalderens og renassancens Europa
bl.a. i tilknytning til lasning af komplicerede arvesager. | Norditalien begyndte man i
1200-tallet at bruge brokstreger og skrive tal som %,% osv. En brok som % kunne
veere et udtryk for den andel af en arv som en bestemt person ville fa tildelt. Det var
for decimaltallenes tid.

| dag vil vi normalt forholde os til tallet % ved at opfatte brokstregen som en division

og lave divisionsstykket 5:16 pa vores veerktej. Det giver 0,3125. Altsa er % =0,3125.

Ovelse 7.24

a) Omskriv falgende brgker:
23 49 3 8 25 10

5772167377 *13
til decimaltal i et veerktojsprogram.

b) Kan du se et mgnster i dine omskrivninger?
c) Beskriv hvilke typer decimaltal, vi kan f& ved at omskrive brgker som ovenfor.

d) Kan du argumentere for, at en omskrivning altid vil felge det menster, du har beskrevet?

Hvis vi skriver % = 0,333, har vi smidt de efterfalgende cifre vaek. 0,333 er ikke ngjagtig
det samme som % Vi kalder 0,333 for en tilnaermet veerdi (eller en afrundet veerdi) til %
Nar man anvender matematik i andre fag, er man normalt tilfredse med tilneermede
veerdier.

Ovelse 7.25
Udregn med din lommeregner eller dit vaerktajsprogram en tilnaermet veerdi til:
1) v2 med 4 decimaler

2) % med 5 decimaler

3) sin(72) med 3 decimaler

Eksempel: Tallet 7T
22 n

For ar tilbage anvendte man af og til tallet % i stedet for . Selv om <= "ser preecis ud",
sa er det ogsa en tilnzermet veerdi til 7t. P4 lommeregneren far vi med 9 decimaler:
T = 3,1415926536
2 - 3,1428571428
Begge tal er uendelige decimaltal, men det er helt forskellige typer af tal.

Tallet T kender man i dag med mange milliarder decimaler. Der er ikke noget mgnster
i reekken af decimaler. T er det, vi kalder et irrationalt tal.
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For tallet 2—72 ser vi, at der kommer en gentagelse af decimalerne efter en vis periode.
Et s&dant tal kaldes et periodisk decimaltal. Man kan vise, at breker og periodiske
decimaltal i virkeligheden er det samme. Dette behandles naermere i afsnit 3.

Vi har en seerlig skrivemade for periodiske decimaltal: % = 3,142857, hvilket angiver,

at perioden pa de 6 tal gentages i det uendelige.
En japansk forsker ved
Tsukuba universitet Det modsatte ord af tilnaermet veerdi er ordet eksakt vaerdi. Tal som T, \/2 og cos(25°)
nordest for Tokyo, repraesenterer eksakte veerdier. Det gor tal som 5 og 7 ogsa. Er en sidelaengde 5, sé er
satte i august 2009 ny den preecis 5. Men far vi oplyst, at et resultat er 5,0 kan vi ikke vide, om det er tilnzer-

verdensrekord ved at met eller om det er praecis 5. Det afhaenger af sammenhaengen.
beregne tallet t med

2.576.980.370.000 , . , ,
. Man kan normalt ikke se pa et facit, om der er regnet eksakt eller tilnaermet. Det af-

decimaler. Hans super-

computer T2K korte i hzenger af, hvilke veerdier vi har faet oplyst.

73 timer.

Eksempel: Eksakte veerdier skal ikke altid foretraekkes

Hvis vi skriver /2 = 1,4 er det en (ret grov) tilnaermelse.

Hvis vi skal udregne hypotenusen i en retvinklet trekant med kateterne a = 0,5 og

b = 1,2, og resultatet afleveres som ¢ = 1,3, s& har vi regnet eksakt.

Hvis vi i denne trekant skal udregne vinkel A, og afleverer resultatet som ZA =22,6°,
sa er det en tilnzermet veerdi. Den eksakte veerdi er ZA = sin“(%). Men der er ikke
megen informationsveerdi i dette resultat, s man kan ikke generelt sige, at eksakte
resultater er bedre eller finere end tilnaermede. Det afhaenger af situationen.

Ovelse 7.26
Undersgg dit vaerktejsprogram:
a) Hvordan indstilles det til at regne eksakt? Hvordan til at regne tilneermet?

b) Hvordan indstilles det til at regne med et bestemt antal decimaler, fx 6?

Det er normalt meget lettere at regne med decimaltal end med brgker. Det er ogsa let-
tere med ét blik at overskue storrelsen af tallet 0,306 end af tallet %.

Nar man sammenligner talsterrelser er decimaltal uundveerlige. Hvem kan uden en
omskrivning til decimaltal overskue, hvilket af tallene +/2 og % der er storst? Hvis der
ikke er et krav om at regne eksakt i en bestemt opgave, s& omskriver vi normalt alle

resultaterne til decimaltal.

Ovelse 7.27

Marker pa en tallinje, hvor felgende tal ligger i forhold til hinanden: e, J1o0, In(20), T, %
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2.3 Sadan regnes med broker

Ikke alle brgker, vi stader pa, er rene talbroker, der kan omskrives til decimaltal.
Ofte indgar der bogstaver og ukendte sterrelser i matematiske problemer. De indgéar
i regneudtryk, i formler og i ligninger. Derfor er det nedvendigt at kende reglerne for
brokregning.

Praxis: Brgkregler

| en brgk kaldes tallet foroven for taelleren, og tallet forneden for naevneren.

Nr. Regel Eksempel

1 Man ma forleenge brgker ved at 5 53 15

gange med samme tal bade itzeller g8 8.3 24
og i naevner: 3x 3x-6_ 18x

a a3 6a
Man ma forkorte broker ved at di- 15 15/5 3

videre med samme tal bade i taeller 65 65/5 13

og i naevner: 6x2-y_6x4x-y_27x

3x-y* 3x-y.y y
Kun brgker med samme navner 3 1 3 8 3+8 11
16 16

4 ) 4.2a ) 8a 5 8a+5
e Tt T o et e T o
3a 6a 3a-2a 6a 6a” 6a 6a

kan reduceres til en brgk. Har tal- 162716716
lene forskellige naevnere forlaenges
derfor til en faellesnaevner:

Man ganger en brgk med et tal ved

at gange tallet pa tzelleren: ! 7

_35_
6
Man dividerer en brgk med et tal 3
ved at gange tallet pa naavneren:

3
X

a5
5

5 Peg—
6x-5 6x

a) Forklar ved eksemplerne til hver af de fem regler, hvad der sker i hvert skridt.

b) Hvorfor hedder det teeller og naevner? Underseg oprindelsen til ordene.

a) Forklar, hvorfor vi ma forleenge? Hvorfor vi ma forkorte?

b) Forklar, hvorfor vi ma laegge breker med samme naevner sammen, som vi gor?
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Pvelse 7.30 (isar for A-niveau)
| brakregningen har man ogsa andre regler, men det er faktisk tilstreekkeligt med de 5.

a) Der findes en regel for division af brgker — hvordan lyder den? Giv et eksempel.
Opstil divisionen og anvend i stedet reglerne ovenfor.

b) Der findes en regel for at gange to bregker — hvordan lyder den? Giv et eksempel.
Opstil gangestykket, og anvend i stedet reglerne ovenfor.

Pvelse 7.31

Via hjemmesiden kan du finde opgaver i brgkregning, hvis du har behov for at treene.
| afsnit 6 er der henvisning til et projekt, hvor man fares ind i elementeer bregkregning
via et eksperimenterende arbejde med stambroker.

2.4 Eksponentiel notation - sadan skrives store tal og sma tal
Ovelse 7.32

a) Prov at laese folgende tal hojt: 5431, 75982, 127.226.870.663.541.369.449.751
Bemaerk, vi har brugt et punktum som en sékaldt tusindtalsseparator, for at lette
overblikket over tallet. Dette gor man i mange fag, der arbejder med store tal.

b) Hvor mange forskellige talord bruger vi for at kunne lzese tallet 5431?

c) Hvor mange forskellige talord bruger vi for at kunne lzese tallet 759827

Det er besveerligt at laese meget store tal op pa denne méade. Store tal gives normalt pa
en anden form, hvor vi samtidig laver tiineermede veaerdier:

e 127.226.870 skrives og udtales fx 127,2 mio. (millioner)

® 63.541.369.449.751 skrives og udtales 63.541 mia. (milliarder) eller 63,5 billioner

Eksempel: Eksponentiel notation
Selv om der ogsé er talord for endnu sterre tal, s& anvendes normalt eksponentiel
notation i stedet, dvs.

* 127.226.870 skrives 1,27 - 10°

* 63.541.369.449.751 skrives 6,35 10"
Det er bade kortere og lettere at overskue.
| eksponentiel notation er det en regel, at tallet foran titalspotensen altid skal veere et
tal mellem 1 og 10. Vi skriver 1,27 -10°, og hverken 12,7-10" eller 0,127 -10°.
Eksponenterne 8 og 13 angiver, hvor mange pladser til hojre kommaet skal flyttes.
Far vi oplyst tallet 1,27 - 10°, og eonsker vi at skrive det ud, bliver det 127.000.000.
S4& det er et tilnsermet tal.
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a) Skriv tallene i eksemplet ind i dit veerktgjsprogram. Hvad star der pa skeermen?
Ofte vil man mode notationen E13 i stedet for 10, men det betyder det samme.

b) Udregn: 4,5-10%-7,2-10".

Eksponentiel notation udnyttes af mange forskellige fag til at angive meget store tal:

Fysik: Ansldet antal partikler i universet er 10%.

Astronomi: Afstanden til Andromeda-galaksen er ca. 2,18 - 10" km.

Eksempel: Googol og googolplex

| matematik opereres af og til med helt uvirkeligt store tal, som ikke findes
repraesenteret noget sted i universet. Det storste tal med et eget navn var i en
&rreekke tallet 10", dvs. 1 efterfulgt af 100 nuller. Dette kaldes p& dansk gogo/
og pa engelsk googol. Det er dette ord segemaskinen Google har taget.
Senere indferte andre matematikere ordet gogolplex, som er 109°%°, dvs. 1
efterfulgt af gogol nuller. P4 engelsk hedder det googolplex, og det er deraf
navnet pa Googles hovedkvarter kommer.

Find selv pa nettet Apples adresse. Hvad betyder det?

Hvor mange sandkorn skal der til for at fylde universet?
Pa hjiemmesiden ligger et projekt om, hvorledes Archimedes for 2000 ar siden forsegte
at svare pa spergsmalet.

Ogsa meget sma tal kan skrives kort og overskueligt:
¢ 0,00057 skrives 5,7 - 107
¢ 0,0000000039 skrives 3,9 - 10°

Eksponenterne —4 og -9 angiver, hvor mange pladser kommaet skal flyttes til venstre.
Med denne vedtagelse er 107 =0,1= %, og 10%=0,01= % = % osv. Dette er
helt i overensstemmelse med, hvordan vi generelt definerer potenser med negative
eksponenter: a" = ai,, fx 3° = 3i5 Dette er omtalt nsermere i kapitel 4, Eksponentielle

veekstmodeller.

Hvad er matematik? C, Grundbog, e-bog 978 87 7066 549 0 © L&R Uddannelse, Kgbenhavn 245


http://www.gymportalen.dk/hvadermatematikc/381

Hydrogen

246

1s'

©

Eksponentiel notation udnyttes af mange forskellige fag til at angive meget sma tal:

Eksempel fra biologi

Virus er s& sma, at de ikke kan ses i almindelige mikroskoper. Derfor opdagede man
dem ogsa ferst for ca. 100 ar siden (1892).

| dag ved vi, at de er arsag til utallige sygdomme, fra forkelelser og influenza til kopper
og HIV.

Laengder i denne mikroverden méles ofte i nanometer, som er 10~° meter. Virus er fra
ca. 20 til ca. 300 nanometer.

Det storste kendte virus er koppevirus, der ses til venstre.

Eksempel fra kemi

Massen af et brintatom (hydrogenatom) er:

¢ 0,00000000000000000000000167 g = 1,67 - 107g.
Da brint er det forste atom i reekken, blev dette i gamle dage anvendt som en enhed for
atomers masse, kaldet dalton.
| dag anvendes enheden: 1 u = % af massen af kulstof 12 atomet, der har 12 partikler i
atomkernen. u star for unit.
1u=1,66" 10'249, alts& naesten det samme som en dalton.

Eksempel fra fysik

Man kender i dag fire fundamentale kaefter, som virker mellem elementarpartiklerne,
nemlig den steerke kernekraft, den svage kernekraft, tyngdekraften og elektromagnetis-
men. Blandt dem er tyngdekraften den absolut svageste.

Saettes den elektromagnetiske tiltreekning mellem en positivt og en negativt ladet par-
tikel til 1 enhed, s& svarer tyngdekraften mellem dem til 10 enheder. Men Jorden be-
star af mange partikler, der alle pavirker os, s& vi falder faktisk ned igen, nar vi hopper.

3. Talmaengderne (isazer for A-niveau)

Tallene 1,2,3,4, ... kaldes som tidligere naevnt for de naturlige tal. Meengden af natur-
lige tal betegnes i matematik med symbolet N.

Ovelse 7.35

Et primtal er et naturligt tal, der er starre end 1, og hvor de eneste tal, der gar op ved
division, er tallet selv og tallet 1.

Et sammensat tal er et tal, der ikke er et primtal.

Tallene 7 og 13 er eksempler pa primtal.

Tallene 8 og 15 er eksempler pa et sammensatte tal, da tallene 2 og 4 gar op i 8, og
tallene 3 og 5 gérop i 15.

a) Opskriv alle primtal under 30.

b) Hvilke af tallene fra 80 til 89 er primtal?
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Ovelse 7.36

Der er uendeligt mange primtal. Men der er tilsyneladende ikke noget system i,
hvordan primtallene ligger pa tallinjen, og man kender ikke nogen metode til hurtigt at
afgore, om et tal er et primtal. Dette udnyttes i moderne kryptering til at lave koder, der
ikke kan brydes. Pa hjiemmesiden ligger et projekt om primtal.

Nar vi udvider meengden af naturlige tal, N, med tallet 0 og med de negative tal, far vi
alle de hele tal: ... ,-4,-3,-2,-1,0,1, 2, 3, 4, ... (osv. i det uendelige til begge sider).
Meengden af hele tal betegnes i matematik med symbolet Z.

Opgaver
Pa hjemmesiden ligger et materiale med sma saetninger om lige tal og ulige tal.

Ovelse 7.37

Set fra én synsvinkel er der flere naturlige tal, end der er lige tal. S&dan vil de fleste nok
anskue det. Men det er uendelige masngder, og sé sker der noget meerkeligt. Skuffe-
princippet forteeller, at hvis vi kan parre skuffer og sokker sammen, eller generelt, hvis
vi kan parre objekterne i to meengder sammen to og to, sé er der lige mange i hver
meengde.

Dette princip udvides nu til at geelde for uendelige maengder:

To maengder er lige store, hvis deres objekter kan parres sammen to og to.

a) Vis, at der er lige mange positive lige tal og naturlige tal.
b) Vis, at der er lige mange naturlige tal og kvadrattal, dvs. tallene 1, 4, 9, 16, ...

Pa hjemmesiden ligger et projekt om uendelighed, hvor vi uddyber dette.

Nar vi udvider maengden af hele tal med alle brakerne mellem de hele tal, far vi de
rationale tal. Meengden af alle rationale tal betegnes i matematik med symbolet Q.

Eksempel: Broker og periodiske decimaltal

| ovelse 7.24 argumenterede vi for, at en brgk altid kan skrives som et periodisk
decimaltal, som fx 1% =1,30769230769... og 392 = 1,23939...

De to decimaltal skrives ogsé sdledes: 1% =1,307692, og 392 =1,239.

Der geelder ogsa det omvendte, at et periodisk decimaltal kan omskrives til en brok
mellem to hele tal.

Fx kan tallet 2,5718718... omskrives til broken 29%%903 .

Pa hjemmesiden ligger et projekt om dette, hvor vi bla. viser, at 0,999.... = 1.
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Eksemplet forteeller, at meengden af rationale tal er den samme som meengden af pe-
riodiske decimaltal, idet vi opfatter tal som 3 eller 2,5 som periodiske decimaltal med
perioden 0.

Ethvert decimaltal, ogsa tal hvor decimalerne efter kommaet fortseetter i det uendelige,
kan afsaettes pa en tallinje og repraesenterer derfor et tal. Meengden af alle tal pa tallin-
jen kaldes for maengden af reelle tal. Maengden af alle reelle tal betegnes i matematik
med symbolet R.

De reelle tal, som ikke er rationale, dvs. som ikke kan skrives som et periodisk deci-
maltal, kaldes for de irrationale tal. Der er ikke et szerligt symbol for disse tal.

Ovelse 7.38

\/E er et irrationalt tal, dvs. det kan ikke skrives som en brgk mellem to hele tal. Uden
decimaltallene er det sveert at forsta de irrationale tal. De greeske matematikere kendte
ikke decimaltal skrevet som talsymboler, men arbejdede fx med geometriske forhold.

Pa hjemmesiden er der et projekt om greekernes opdagelse af de sakaldte inkom-
mensurable forhold i geometri, der netop svarer til opdagelsen af irrationale tal. Denne
opdagelse gav i eftertiden anledning til mange overvejelser om matematikkens opbyg-
ning, og er blevet kaldt den forste grundlagskrise i matematikken.

Eksempel: Algebraiske og transcendente tal

T er et irrationalt tal, som endda er endnu mere kompliceret end tal som V2. V2 har
den paene egenskab, at hvis vi oplofter det i anden, far vi et helt tal, nemlig 2. Man kan
ogsa sige det pa en lidt anden made.

V2 eren lgsning til ligningen: x? -2 = 0.

Tilsvarende er 37 en lgsning til ligningen x* -7 = 0.

Lasninger til ligninger som disse eller mere generelt til ligninger som
3x*-5x%+x-10 =0 kaldes for algebraiske tal.

Der findes ikke nogen ligning med hele tal som koefficienter, hvor T er en lgsning.
T er et sdkaldt transcendent tal.

| den graeske tradition forstod man T geometrisk, nemlig som forholdet mellem en
cirkels omkreds og dens diameter. Tallet T kom de aldrig rigtig i neerheden af at forsta.
Det var forst i 1600 tallet, at den engelske matematiker John Wallis (1616-1703) fore-
slog, at T ogsa kunne forstds som et tal. Men et tal, der var helt anderledes, end de tal
man kendte. | 1882 beviste den tyske matematiker Ferdinand von Lindemann (1852-
1939), at T herer til de transcendente tal. Det vender vi tilbage til pa A-niveau.
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Man kan vise, at der er mange flere irrationale tal end rationale tal.
Betragt falgende to tal:

¢ 0,1010010001000010000010...

¢ 0,1234567891011121314...

a) Hvad er systemet i decimalerne? Opskriv de naeste 8 cifre og
b) Argumenter for at tallene ikke er rationale tal.

c) Opskriv selv to andre irrationale tal.

Praxis: Talmangder

Vi anvender falgende betegnelser:
De naturlige tal N: {1,2,3,4, ...}

De hele tal Z:{... -3,-2,-1,0,1,2,3, ...}

De rationale tal Q: Maengden af alle tal, der kan skrives som en brgk med hele tal
i teeller og naevner.
De reelle tal R: Mzengden af alle tal pa tallinjen.

Vi har nu udvidet talmeengderne: N — Z — Q@ — R. Men det stopper ikke her. Neeste
trin er at ga fra endimensionale til todimensionale tal, dvs. tal der afsaettes i hele
planen. Denne udvidelse til de sékaldte komplekse tal, opdagede man for ca. 200 ar
siden. Dette er neermere omtalt i indledningen til kapitel 8, Sider og vinkler i vilkérlige
trekanter.

4. Ligninger

4.1 Formler — naturligt sprog og symbolsprog

Archimedes var den forste, der opdagede formlen for arealet af en kugles overflade.
Han udtrykte formlen séledes:

Overfladearealet af en kugle er lig med arealet af fire cirkelskiver, der hver har samme
radius som kuglens radius.

| dag siger vi: Overfladearealet O af en kugle med radius r kan beregnes ved formlen:
O=4-m-r*

Da arealet af en cirkelskive med radius r er lig med T-r?, ser vi, det er samme formel.

Selv om Archimedes formulerede sig elegant om denne formel, er det klart, at det hur-

tigt kan blive kompliceret, hvis man kun anvender naturligt sprog og ikke symbolsprog
til at beskrive variabelsammenhaenge.
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Ideen med at anvende bogstaver som a, b, c, 0og X, y, z til tal og ukendte starrelser gar
tilbage til omkring 1600. Fer den tid kendte man, som eksemplerne viser, ogsa til form-
ler, fx formler for arealer og rumfang. Man stillede sig opgaver, hvor der skulle bereg-
nes ukendte starrelser. Det geelder bade i oldtiden og i reneessancen. Men opgaverne
var formuleret sprogligt, og nar man beskrev lasningsmetoden, kaldte man ofte den
ukendte for ’tingen’ (italiensk: la Cosa). Det blev siden forkortet til C, ligesom plus og
minus p& et tidspunkt bliver forkortet til p og m.

Opgaverne i den sene middelalder og i renaessancen, dvs. i perioden 1100-1600,
handlede som oftest om handel, handveerksarbejde, arvesager og lignende praktiske
geremal, men vi ser ogsd her som i det gamle Graekenland, at matematikerne begyn-
der at stille sig selv og andre rene matematikopgaver for at udfordre tanken. Hvor langt
kan vi nd fx mht. ligningslasning?

Ovelse 7.40

Pa hjemmesiden findes en reekke eksempler pa problembehandling og ligningslasning
fra for symbolernes tid.

Ovelse 7.41 (isar for A-niveau)

Graekerne repraesenterede bade tal og ubekendte starrelser med linjestykker.
X P y

. X+y .

a) Hvis x (med moderne betegnelse) svarer til et bestemt linjestykke, hvad svarer sa
x? og x° til?

b) Hvordan skulle man forklare hvad x* betyder?

c) Hvis x og y er linjestykker, hvordan ville greekerne sa tolke udtryk som
o x2.y?
e 2x-y?+3x% -y ?

d) Hvad ville graekerne sige til udtryk som 2x*+ 3x” + 5x ?

Da man i slutningen af middelalderen genopdagede den graeske kultur og videnskab,
opstod opfattelsen af, at det var en svunden guldalder. Den graeske matematik og
filosofi fik kolossal indflydelse, og vi skal helt frem til 1500-tallet, for man i Europa nar
nogle skridt la&engere end de greeske matematikere. Da man i rensessancen begynder
at lgse problemer, graekerne ikke kunne lgse, bidrog det meget til den nye selvbevidst-
hed og tro pa menneskets muligheder. | 1545 lykkes det sdledes italienske matema-
tikere at lgse tredjegradsligninger, noget ingen for dem havde gjort. Men selv pa det
tidspunkt er man tilbageholdende med at opstille udtryk med et x i 4. potens, for hvad
skulle det betyde?
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Der er ingen faste regler for, hvad de forskellige symboler i alfabetet anvendes til, men
der er nogle traditioner knyttet til bestemte formler eller bestemte emner i matematik.
Andre fag bruger ofte andre variabelnavne, end vi er vant til i matematik. Det er godt
at vaenne sig til, men det er ogsa altid tilladt at skifte navn pa en variabel, nar blot man
gor opmeerksom pa det.

I moderne vaerktgjsprogrammer vil det ofte veere naturligt at indfere betegnelser for
de variable, som ikke er begraenset til et bogstav. Undersgger man drenges og pigers
praestationer, kan det vaere naturligt at betegne de variable som drenge og piger.

Uanset hvilke formler eller hvilke fag, man arbejder med, er det vigtigt altid at forteelle,
hvad bogstaverne eller de gvrige betegnelser star for. Ellers er det uforstaeligt for
andre.

Eksempel: Pythagoras' satning som formel og som sprog

Hvad siger Pythagoras saetning? Hvis man blot svarer: Den siger at a® + b® = ¢?,
sa er det meningslest, for hvad er a, b, og ¢?

Udtrykt med almindeligt sprog siger seetningen:

I en retvinklet trekant geelder, at summen af kvadratet pd kateterne er lig med kvadratet
pa hypotenusen.

Udtrykt med formelsprog siger saetningen:

| en retvinklet trekant hvor kateterne er a og b og hypotenusen er ¢, gaelder formlen:
a®+b*=c’

Ovelse 7.42

Man far oplyst, at en person har indtaget 15 mg amfetamin, og at kroppen gennem-
snitligt udskiller 16 % pr. time af det, man har tilbage i kroppen. Opstil en matematisk
model, der beskriver situationen.

En elev svarer: y =15 -0,84".

Hvad mangler der i besvarelsen, for at den er tilfredsstillende?

Ovelse 7.43

Find tre formler fra andre fag, og forklar, hvad symbolerne betyder, og hvad formlerne
udtrykker. lllustrer med taleksempler.
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Nar formler ikke geelder for alle tal, angiver man det ofte for at undgé misforstaelser.
| kapitel 1 viser vi under emnet lineasere sammenhaenge folgende:

Den rette linje, der g&r gennem punkterne (x,,y,) og (x,.y,), har en haeldnings-

koefficient a, der kan beregnes ved hjeelp af formlen: a = Yoo Wy ,hvor x, # x,.

X, = X,
Hvorfor skriver vi x, # x,? Hvordan ville linjen ligge i koordinatsystemet, hvis x, = x,?

Prov evt. at indsaette tal.

4.2 Regler for lgsning af ligninger — omvendte operationer
En ligning er en formel, der udtrykker at to sterrelser er ens fx:

7,32 =51*+b°
1,7x-31=59x+2,8

En ligning udtrykker, at de to storrelser er i balance.

Man kan forestille sig det som en gammeldags veegt med to veegtskale. Fjerner vi
noget, eller tilfajer vi noget pa den ene skal, bliver der ubalance, hvis ikke vi gor praecis
det samme pa den anden skal. Men foretager vi samme operationer pa begge sider,
geelder lighedstegnet stadig. Dette kaldes balanceprincippet.

Vi har i det foregédende lgst mange ligninger og sammenfatter her reglerne for lignings-
lgsning:

Praxis: Regler for ligningslgsning

Nr. Regel Reglen i praksis

1 I enligning ma samme led laegges Nar et led skifter side, skifter det
til eller traekkes fra pa hver side af ogsa fortegn.
lighedstegnet:

I en ligning ma man gange eller divi- Nar en faktor skifter side bliver

dere med samme tal pa begge sider af gange til division.

lighedstegnet (blot ikke med tallet 0): Nar en nzevner i en brgk skifter
side bliver division til gange.
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Eksempel: Ligningslgsning med brug af reglerne
Loses en simpel ligning som 6x—-3 = 2x+7 efter disse regler ser det séledes ud
(forklar selv, hvor reglerne er i brug!):

Ligningslosning med regler Ligningslasning i praksis

6x-3=2x+7 6x-3=2x+7
6x-3+3=2x+7+3 6x =2x+10
6x =2x+10 4x =10
6x-2x =2x+10-2x X_10
4x =10 T4
4_X—E x=25
4 4
10
X=—
4
5
X:_
2

Konklusion: x =25

Eksempilet illustrerer, at ligningslosning kan betragtes som en dynamisk proces, hvor vi
hele tiden anvender modsatte eller omvendte funktioner af det, der star i udtrykkene, her:
e -3 ophaeves af det modsatte tal +3
e 2x ophaeves af det modsatte led —2x
e Gange med 4 ophaeves af den omvendte operation: division med 4.
Dette geelder generelt, ogsa for trigonometriske, eksponentielle og logaritmiske lignin-
ger eller ligninger med potenser og rgdder:
En bestemt operation ophaeves ved samtidig at anvende den omvendte operation pa
den anden side af lighedstegnet.

Praxis: Omvendte operationer

Operationen Omvendte operation Operationen Omvendte operation

+ - sin(..) sin™(..)
+ cos(..) cos™(..)
: (eller /) tan(..) tan™(..)

: (eller /) . In(x)
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Eksempel: Brug af omvendte operationer

a) cos(A) = 0,83 loses ved at bruge den omvendte operation:
A =cos™(0,83) = 33,9°

b) log(M) = 2,9 lgses ved at bruge den omvendte operation:
M =10*° = 794,3

c) x*® = 68 lgses ved at bruge den omvendte operation:
x =68 = 6,3

d) e* =200 lgses ved at bruge omvendte operationer:

3x =1n(200)

X = %IIIh(ZOO) =18

Bemeerk: For man kan bruge en omvendt operation til lasning af en ligning, skal den
forst veere omskrevet og reduceret til simple former som dem i eksemplet ovenfor.
Optreeder den ubekendte kun ét sted, kan ligningen altid leses ved skridt for skridt at
bruge omvendte operationer. De omvendte operationer skal anvendes pa hele udtryk-
ket, der star p& hver side af lighedstegnet.

Opgaver

Pa hjemmesiden er der en reekke opgaver i tilknytning til dette afsnit, bl.a. opgaver
med forkert brug af metoderne.

Qvelse 7.45

Den mest beromte matematikbog, der nogensinde er skrevet, hedder Elementerne og
er forfattet af Euklid ca. &r 300 f.v.t. til brug for matematikundervisningen i Alexandria i
AEgypten.

| starten af bogen er der oplistet 5 almindelige regler, som man skal overholde i al slags
matematik. Vi har omtalt dette i kapitel 3, Geometri — konstruktion og beregning.

De tre forste af disse lyder:

e Starrelser, der er lige store med samme storrelse, er indbyrdes lige store.
¢ Nar lige store storrelser leegges til lige store storrelser, er summerne lige store.
* Nar lige store starrelser trackkes fra lige store storrelser, er resterne lige store.

Forklar, hvad dette har med regler for ligningslesning at gare.
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4.3 Grafisk lasning og formelregning

Har man givet en formel af typen: "y = ... ", der udtrykker en sammenhasng mellem to
variable, vil man normalt starte med at leegge formlen ind i sit vaerktgjsprogram, idet
formlen betragtes som et funktionsudtryk.

Har man givet en ligning, hvor to udtryk er sat lig med hinanden, kan hver af de to sider
i ligningen betragtes som separate funktionsudtryk. Det gaelder ogs4, hvis den ene
side blot er en konstant som tallet 9. At lase en ligning svarer nu grafisk til at bestemme
skaeringspunktet mellem to grafer.

|

] y |
Grafisk lgsning af ligningen 2x—4:—§x+6 _boxL4
Vi afleeser, at (4,4) er et feelles punkt. Det bety-
der, at x =4 er en lgsning til ligningen. Vi kan
indsaette i de to funktionsudtryk og kontrollere, 4 “4
at vi far samme y-veerdi, y = 4. ) Ll %Xm

| 5 10 N

Nar funktionsudtrykkene er indtastet, er nasste trin at skabe sig et overblik via tabeller
over funktionsveerdier. Tabellerne giver indtryk af, hvilke talstorrelser vi arbejder med,

og hvordan vi skal indrette graf-vinduet.

Endelig tegnes grafen eller graferne, og de grafiske billeder danner udgangspunkt for
en grafisk lasning af de spergsmal, vi er blevet stillet.

Til slut skrives konklusionen i almindelig sprog.

Grafisk afleesning af sammenhgrende x-veer- <
dier og y-veerdier: Her ser vi, at nar x =4, sa

er y=7,78 ogomvendt, ndr y=4,sder x=1
eller x =11. 6 \

(11,4)

N
—

w»

-

o
>

Fremgangsmaden er altsa falgende:

X LY \ |

& e —_—> / e .--!

A
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Qvelse 7.46

For en bestemt arredtype i Gudenden er sammenhaengen mellem lzengden / (malt i
cm) og kropsveegten v (malt i g) givet ved:

v =0,00769-/>"°
a) Indtast formlen i et vaerktajsprogram — du ma gerne skifte variable forst.

b) Opstil en tabel over funktionsveerdier, hvor / ligger mellem 10 cm og 70 cm, fx med
et spring pa 10.

c) Tegn grafen i et passende koordinatsystem, dvs. grafvinduet veelges, s& man kan se
et passende udsnit af grafen.

d) Benyt modellen til at bestemme vaegten af en erred, der er 30 cm, bade ved hjeelp af
formlen og grafisk.

e) Benyt modellen til at bestemme laengden af en arred, der vejer 1 kg, bade ved hjeelp
af formlen og grafisk.

Qvelse 7.47

Den hastighed, hvormed lyd udbreder sig i luft, afhaenger af luftens temperatur og af
det atmosfaeriske tryk. Ved normalt tryk er farten v (malt i m/s) givet ved:

t+273
273
hvor t er temperaturen malt i °C.

v =331

a) Indtast formlen, og opstil en tabel over funktionsveerdierne, hvor t leber fra 0°C til
40°C, fx med et spring pa 5.

b) Tegn grafen i et passende koordinatsystem, dvs. grafvinduet veelges, s& man kan se
et passende udsnit af grafen.

c) Bestem grafisk farten, nar temperaturen er 0°C og 10°C.

d) Bestem med brug af en solve-kommando luftens temperatur, nar farten er 340 m/s.
Kontroller resultatet grafisk.

e) Las samme spargsmal ved trin for trin at anvende de omvendte operationer i dit
veerktojsprogram.

Hvad er matematik? C, Grundbog, e-bog 978 87 7066 549 0 © L&R Uddannelse, Kgbenhavn



7. Det matematiske sprog - tal og ligninger

Praxis: Lasning med en solve-kommando

Nar man anvender en solve-kommando til at Igse en opgave, vil man normalt
begynde med at opskrive ligningen eller den relevante formel. Derved demon-
strer man, at man har forstaet, hvad opgaven gar ud p4, og fortaeller samtidig,
hvilken metode der anvendes.

Naeste trin overlades til veerktgjets solve-kommando, og vaerktgjet svarer i det
sprog, som det pagaeldende veerktgj anvender.

Man skal afslutte besvarelsen med at konkludere i almindeligt sprog og med
brug af almindelig matematisk notation.

Eksempel: Lasning af en trigonometrisk opgave med anvendelse af en solve-kommando

| en retvinklet trekant, hvor ZA = 57°, og siden b = 12, enskes hypotenusen ¢ beregnet. B
De kendte storrelser defineres med passende betegnelser i et vaerktajsprogram:
A=57 b=12 c
Vi finder en formel, hvor de tre sterrelser indgér b = c - cos(A)
De kendte tal indseettes (automatisk i vaerktgj) 12 = ¢ - cos(57)
Ligningen lases mht. ¢ ved at bruge en solve-kommando: A b=12 C
solve(12 = ¢ - cos(57), ¢)
Resultatet bliver ¢ = 22,03
Eksempel: Lasning af en opgave, hvor vi stiller en betingelse til lasningen
| en retvinklet trekant, hvor siden a = 17 og hypotenusen ¢ = 24, onskes £A beregnet . A
De kendte storrelser defineres med passende betegnelser i et vaerktejsprogram:
a=17, c=24 c=24
Vi finder en formel, hvor de tre sterrelser indgér a = c - sin(A)
De kendte tal indseettes (automatisk i veerktegj) 17 = 24 - sin(A)
B a=17 c

Da symbolet A er optaget, omdgbes A til vA.

Hvis vi nu lgser ligningen mht. ¢ ved at bruge en solve-kommando, dvs.

solve(17 = 24 - sin(vA), vA), sa far vi et udtryk med mere end én lgsning.

Derfor seetter vi en betingelse p& solve-kommandoen svarende til, at A er en vinkel i
retvinklet trekant, dvs. den méa vaere mindre end 90°:

solve(17 = 24 -sin(vA), vA) |0 < vA < 90
Resultatet bliver ZA =45.1°

Opgaver
Pa hjemmesiden er der en raekke opgaver i tilknytning til dette afsnit.
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Via hjemmesiden kan man finde anvisninger pd, hvordan man kan opfylde kravene til
en skriftlig besvarelse, nar man anvender en solve-kommando.
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5. To ligninger med to ubekendte

| de foregéende kapitler steder vi flere gange pa at skulle lgse to ligninger med to

ubekendte:

Funktionstype

Ligningssystem

Lineeer funktion:

Nar vi bestemmer regneforskriften for den lineaere funktion
y = ax + b, hvis graf gar gennem punkterne (-6,-1) og (12,8), sa
er en af metoderne at indszette tallene og lose ligningssystemet:
8=12a+b
-1=-6a+b
med hensyn til a og b.

Eksponentiel
funktion:

Nar vi bestemmer regneforskriften for den eksponentielle funkti-
on y = b - a*, hvis graf gar gennem punkterne (2,3) og (10,25), sa
er en af metoderne at indsaette tallene og lgse ligningssystemet:
25=p-a"
3=b.a°
med hensyn til a og b.

Potens funktion:

Nar vi bestemmer regneforskriften for den potens funktion
y =b - x?, hvis graf gar gennem punkterne (9,6) og (100,20), s& er
en af metoderne at indsaette tallene og lgse ligningssystemet:
20=b - 100°
6=b-9°
med hensyn til a og b.

Sé&danne ligningssystemer kan normalt lgses pa et veerktgj med en solve-kommando.

Los ovenstaende tre ligningssystemer i et veerktejsprogram.

Ligningssystemerne ovenfor kan ogsa leses "i handen", hvor metoden er at skaffe den
ene ubekendte af vejen forst, s& man kun har en ligning med en ubekendt. Derefter
loses denne ligning s&, og resultatet indszaettes i en af de oprindelige ligninger, hvorved
vi kan finde den anden ubekendte. Denne metode kaldes substitutionsmetoden.
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Ovelse 7.50

Las de tre ligningssystemer "i hdnden" ved substitutionsmetoden.

| de sidste to ligningssystemer indgar de specielle funktioner a* og x*. Vi kan made
andre ligninger, hvor funktioner som In og cos indgar. Her gik det godt, men s&danne
ligninger kan hurtigt blive meget vanskelige at lgse. | de to tilfeelde, vi her ser pa, gar
det dog godt. Vi vil i det felgende koncentrere os om den forste type, som kaldes for
linegere ligningssystemer og specielt undersgge den lgsningsmetode, der hedder lige
store koefficienters metode.

5.1 Formelregning - lige store koefficienters metode

Dette er en meget kraftfuld metode til ligningslasning. Den kan generaliseres til n lig-
ninger med n ubekendte, og det er en metode, der kan seettes pa en formel, hvilket vi
vender tilbage til pa A-niveau under emnet: vektorregning. Samtidig har metoden den
store fordel frem for substitutionsmetoden, at man ikke drukner i brakregningsfejl.

Koefficienter er de tal, der star foran de ubekendte. | ligningssystemet:

8=12a+b
-1=-6a+b

er koefficienten til a tallet 12 i den overste og tallet -6 i den nederste ligning. Koeffi-
cienterne til b er i begge ligninger 1. Dvs. her har vi et ligningssystem, hvor de to koef-
ficienter til den ubekendte b allerede er lige store. S& kan b skaffes af vejen ved ledvist
at treekke den nederste ligning fra den gverste:

8=12a+b
-1=-6a+b
9 =12a - (-6a)

og vi ser, at b gar ud. Tilbage er den simple ligning:
9=18a, a=0,5

| dette tilfeelde findes b lettest ved at indsaette a, fx i den overste ligning. Sa far vi:
b=8-12-05=2

Vi viser nu, hvordan denne metode kan generaliseres. Vi skal lgse ligningssystemet:

8x -2y =10
5x + 3y = 36

Det er ligegyldigt, hvilken af de ubekendte vi forst skaffer af vejen. Lad os se pa y:

3:8x-3-2y=3-10 Gang ferste ligning igennem med 3 og anden ligning
2-5x+2-3y=2-36 med 2, s& koefficienterne til y blive -6 og 6
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24x -6y =30 Reducer

10x + By =72
34x =102 Laeg ligningerne sammen ledvist
_ 102 _
X=3;=3 Isoler x

Vi kunne nu indsaette x = 3 i den forste ligning og bestemme y. Men var tallet x en
brok, ville det veere besveerligt. | stedet kan vi bestemme y ved at gentage processen.

Bestem y efter samme metode ved at gange forste ligning med 5 og anden ligning med 8.

Los felgende ligningssystem med anvendelse af lige store koefficienters metode:

3x+2y=-3
2x -5y =55

5.2 Grafisk reprasentation og grafisk lasning

En ligning af typen 6x —2y =5 med to ubekendte (to variable) x og y kan opfattes som
en ligning for en ret linje, idet vi kan omskrive ligningen til y = 3x - 2,5.

Ligningen y =3x—-2,5 er en lineser sammenhaeng mellem x og y.

a) Hvis vi teenker pa de to variable som den uafhzengige og den afhaengige variable i et
koordinatsystem, hvilken linje svarer denne ligning sa til?

b) Hvordan afger vi, om punkter som (4,9) og (1,0.5) ligger pa linjen?
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Betragt folgende ligningssystem:

2x +9y =M
4x -5y =13

a) Hvilke linjer svarer de to ligninger til?
b) Las ligningssystemet grafisk. Giv en fortolkning af lasningen
c) Las ligningssystemet med anvendelse af lige store koefficienters metode.

d) Los ligningssystemet med brug af en solve-kommando.
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7. Det matematiske sprog - tal og ligninger

Los felgende ligningssystemer ved brug af samme fremgangsméade som i gvelse 7.53:

a) 6x+2y=38 b) 3x+5y=1
3x-y=2 9x + 15y =3

Giv en begrundelse for resultaterne.

Praxis: Lasning af ligningssystemer

Der gezelder folgende regel ved lgsning af ligningssystemer:
¢ Skal vi bestemme to ukendte storrelser, skal vi have to forskellige oplysninger.

¢ Skal vi bestemme tre ukendte storrelser, skal vi have tre forskellige oplysninger.
e Skal vi bestemme n ukendte storrelser, skal vi have n forskellige oplysninger.

Men hvad er forskellige oplysninger?

| ovelsen 7.54 ovenfor var de to oplysninger i b) i virkeligheden ikke forskellige. Hvis
den ene oplysning kan f&s ud fra den anden ved at gange eller dividere eller pa anden
made bruge reglerne for lgsning af ligninger, sa har vi ikke faet en ny oplysning.

Selv om vi har forskellige oplysninger, er det ikke sikkert, at ligningssystemet kan la-
ses. Oplysningerne kan stride mod hinanden. Det sa vi a) i gvelsen ovenfor.

Det er normalt ikke en fordel at have flere oplysninger, end der er ubekendte.
Tre lineaere ligninger med to ubekendte vil sjaeldent kunne leses. Kan du ved at se pa
den grafiske repraesentation forklare hvorfor.

Opgaver
Pa hjemmesiden er der flere opgaver, hvor man skal bestemme to eller flere ukendte.

6. Projekter

Pa hjemmesiden ligger en reekke projekter, der knytter sig til kapitel 7.

Pa hjemmesiden ligger yderligere seerlige studieretningskapitler med oplaeg til sam-
arbejde mellem studieretningsfagene, samt kapitel 10, Matematik og kultur, med

materialer og projekter, der kan anvendes i et samarbejde med humanistiske fag eller
i selvstaendige forlab.
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1. Korttegningogtriangulering ......... ...ttt
1.1 Danmarks kortlaegning — de store matematikere som landmalere ............

2. Enhedscirklen, COSINUS Og SINUS . ... ... iuiiiiiiiiie it iinennennens

3. Sinusrelationerne ......... ... i e e e
3.1 Trekantberegninger med sinusrelationerne . ............ ... ... .. ..
3.2 Arealetafentrekant . . ... .. ..

4. Cosinusrelationerne . ...........c.iiiiii it i e e
4.1 Trekantberegninger med cosinus- og sinusrelationerne . ...................

5. Sinusfeelden (iseer for A-niveau) . . . . ... ... e

6. Projekter. . ... e

Mange klassiske broer som den gamle Lillebzltshro har en jernkonstruktion, der er
bygget op af trekanter. Trekanter har nemlig den egenskab, at hvis de tre sideleengder
er givet, sa ligger trekanten fast. Den er stabil og ikke leddelgs. Men s ma trekantens
vinkler ogsa ligge fast, nar sidernes laengde er givet. Og ligger de fast, ma der findes
metoder til at beregne storrelsen.

Den samme stabilitet gor sig geeldende i andre tilfeelde, hvor vi blot kender tre af de
variable sider og vinkler. Sa ogsa her méa der findes metoder til at beregne de ukendte
starrelser.

| kapitel 3 indfarte vi de trigonometriske funktioner sinus og cosinus som hjalpemidler
til at beregne ukendte sider og vinkler, men kun i retvinklede trekanter.

I dette kapitel er malet at finde metoder, hvormed vi kan beregne ukendte sider og
vinkler i vilkarlige trekanter. For at na frem til disse sinus- og cosinusrelationer ma vi

forst udvide definitionen af sinus og cosinus til stumpe vinkler.

Vi begynder med fortallingen om den mest omfattende anvendelse af trigonometrien:
Opmalingen af verden.
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8. Sider og vinkler i vilkarlige trekanter

1. Korttegning og triangulering

| 1747 begyndte Frankrig som den forste nation en praecis opmaling af landet. Det var
eneveeldens tid, og Frankrig havde dengang en steerk centralmagt, der kunne ivaerk-
seette et sddant projekt. Det resulterede i 182 kortblade i malestoksforholdet 1:86400.

| 1792 starter et nyt projekt, nemlig fastlaeggelse af et nyt lsengdemal. P& dette tids-
punkt havde man et virvar af forskellige maleenheder til lzengder, vaegt og rumfang.
Efter den franske revolution i 1789 ville man gare op

med alt dette. Nu skulle titalsystemet anvendes over-

alt. Det har vi beskrevet naermere i indledningen til

kapitel 6, Logaritmer.

Det nye leengdemal, som kom til at hedde en meter,

blev fastlagt som praecis en timilliontedel af jordkva-

dranten, der er afstanden fra Nordpolen til aekvator.

Men da intet menneske péa det tidspunkt havde rejst

til Nord- eller Sydpolen, valgte man i stedet at male

afstanden fra Dunkirk til Barcelona.

Opmalingen blev foretaget som en triangulering, hvor

man lagde et net af trekanter ned over Frankrig, som

vist pa bandet til hgjre. Laengden af en bestemt ba-

sislinje opmales meget ngjagtigt, derefter maler man

vinkler mellem basislinjen og sigtelinjer til kirketarne og

andet der rager op. Her ud fra beregnes nye afstande

ved hjeelp af trigonometri. Sadan fortseettes.

De to hovedansvarlige for opmalingen, Delambre og

Mechain, startede i hver sin ende. Forst efter seks ar

lykkedes det dem at mgdes pa det aftalte sted i Rodez Opmélingen af meridianen ved
og fuldende fastlaeggelsen af meteren. hjzelp af 115 trekanter.

Ovelse 8.1
Find den geografiske position for Dunkirk og Barcelona.

a) Hvorfor kan afstanden mellem de to byer bruges som udgangspunkt for at beregne
afstanden fra sekvator til Nordpolen?

b) Hvordan kan man se, at afstanden mellem de to byer er ca. en tiendedel af Jordkva-
dranten?

c) Hvorfor skal opmalingen starte og slutte ude ved havet?

Via hjemmesiden kan man finde yderligere materiale om fastlaeggelse af meteren. Her
kan man bl.a. finde naermere oplysninger om de problemer, som medte Delambre og
Mechain pa deres mission, der foregik under de kaotiske forhold i rene efter revolutio-
nen, hvor der ogsa udbrgd krig mellem Frankrig og Spanien.
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B
Rundetarn

1.1 Danmarks kortlzegning — de store matematikere som landmalere

Ogsa i Danmark blev opmalingen af landet pabegyndt i sidste del af 1700-tallet. Det
var i oplysningstiden, og styret var interesseret i reformer og i en modernisering af
Danmark. Matematikeren Thomas Bugge (1740-1815) blev sat til at lede dette arbejde,
og han lavede selv en triangulering startende med en trekant neer Kabenhavn og siden
udvidet til hele Sjeelland.

Billedet viser det primeere triangulationsnet, som blev
bestemt af Thomas Bugge og Ole Christopher Wessel
(med stotte fra bl.a. lillebroderen Caspar Wessel) i
perioden 1765-1777. Nettet blev brugt til det gene-
relle kort over Sjeelland, som Caspar Wessel og Hans
Skanke tegnede i 1777. Bemeerk teksten i billedets
overste hejre hjorne: "l ovrigt md man meerke, at
ingen andre objekter pa dette kort er anlagte end de
som ved trigonometriske operationer er bestemte og
beregnede".

Den markerede trekant pa kortet ser ud som vist til venstre, og det primaere net
blev bestemt ved at male alle vinkler og udregne alle sider baseret pa malinger
af nogle fa sider, som blev kaldt basislinjer.

En basislinje blev valgt som et linjestykke mellem to trigonometriske stationer,
hvor landskabet var specielt fladt og uden forhindringer.

Qvelse 8.2

P& hjemmesiden kan kortet forsterres, sa detaljerne bedre kan ses, og sider og vinkler
kan méales.

Ovelse 8.3

Find pa fx Google Maps afstanden mellem de tre steder. Hvorfor begynder triangule-
ringen ved Rundetarn?

Caspar Wessel (1745-1818) blev i 1764 udneevnt til geografisk opmaler under Det Kon-
gelige Danske Videnskabernes Selskab. Hans arbejde med kortlaegningen af Sjaelland
er levendegjort i en novelle af Georg Metz. Heri skriver Caspar Wessel til sin anden
storebror, digteren Johan Hermann Wessel om en samtale med fru von Breck, hvor
Caspar Wessel fortaeller om kortlaegningen i 1777:

'Jeg berettede falgelig beredvilligt om min sendelse af Societets Direction og gjorde
uden stor omsteendelighed rede for den opmalings made, som er brugt for de danske
geografiske kort, ligeledes for de trigonometriske og astronomiske observationer, som
pa samme tid er foretagne desangaende. Jeg talte om landets forberedende inddeling
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i en reekke nord til sydgaende parallelle hovedlinjer i afstanden af de 10000 alen, og om
at den vigtigste afstikning af de rette hovedlinjer har vaeret foretagne ved hjeelp af vore
7 fod lange afstikningsstokke og om den regelmaessigt justerede 25 alen lange stél-
tradskaede til udmalingens brug af lzzngder. Om mélebordets stationering pa hoved-
linien og nedtegningen af sigtelinjer efter de i landskabet karakteristiske objekter, gik
jeg ingenlunde i detaljer, eftersom jeg ikke var ganske vis pa, at denne fordybelse i
emnet var til hendes forngjelse." (Uddrag fra samlingen De tider af Georg Metz)

Ovelse 8.4

Pa hjemmesiden findes et storre uddrag af novellen med opleeg til et samarbejde med
dansk. Hvad fortzeller ovenstédende uddrag om, hvordan opmalingen af Danmark i 1777
foregik?

Senere, i 1779, blev Caspar Wessel udnasvnt til trigonometrisk opmaler. Ideen med den
trigonometriske opmaling var ud over at bestemme et net af punkter ved triangulering
ogsa at bestemme lzengdegrad og breddegrad for punkterne samt retningen af meri-
dianen igennem dem ved hjaelp af astronomiske malinger. Metoderne hertil indgar i et
projekt, som ligger pa hiemmesiden.

| 1781 blev Caspar Wessel af Thomas Bugge spurgt, om han ville flytte til grevska-
bet over Oldenburg, i det nuvaerende Slesvig-Holsten, og udfere de trigonometriske
udregninger i forbindelse med trianguleringen af Oldenburg. Caspar Wessel begyndte
arbejdet i 1782 omkring Oldenburg by. | 1784, da trianguleringen af Oldenburg var
gennemfort, foreslog Caspar Wessel, at det danske net og det oldenburgske net blev
forbundet, sd Caspar Wessel kunne basere det oldenburgske net pa de astronomiske
observationer fra observatoriet i Rundetarn. Denne sammenslutning af nettene kom
dog ferst i stand, efter at den tyske matematiker Gauss havde genopmalt Oldenburg

i 1824.

Carl Friedrich Gauss (1777-1855) var sin tids sterste matematiker og astronom, men
ogsa en betydelig fysiker med en sikker sans for at kunne konstruere ngjagtige male-
instrumenter. | alle malinger er det vigtigt at minimere malefejlene, og jo flere malinger
der indgar, jo starre bliver usikkerheden. Hvis man kunne male pa meget store trekan-
ter, hvor siderne er laengere end 50 km, s& skulle man samlet bruge langt feerre trekan-
ter, og dermed lave feerre malinger. Da Gauss i 1821 indleder opmalingen af kongeriget
Hannover, opfinder han et seerligt instrument til dette.

Med denne sékaldte heliotrop opfanger man med en kikkert et lysglimt, der fremkom-
mer ved Solens refleks i et spejl placeret et sted op til 50 km borte. Herved kan man
finde den ngjagtige retning til fierntliggende malepunkter, som fx bakketoppe eller
kirketarne.
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Kortleegningen af forst Europa og siden resten af verden var et gigantisk teknologisk
projekt, der forte til betydelige fremskridt inden for videnskab og teknologi. Caspar
Wessel gav et markant bidrag hertil, idet han som den ferste inds&, at man kunne
udvide talbegrebet ved at indfere tal i to dimensioner, de sakaldte komplekse tal. Vore
traditionelle (endimensionale) tal pa tallinjen er saledes et specialtilfeslde af en mere
omfattende verden af komplekse tal. Caspar Wessel indfgrte de nye tal som et redskab
i sine beregninger, idet han opdagede, at laengder og vinkler i trekanter kunne beregnes
ved at gange komplekse tal sammen.

Ovelse 8.5

Tegn et koordinatsystem. Tallinjen er orienteret med en pil, der peger i retning af storre
positive tal. Gar vi fra 1. aksen til 2. aksen kan vi betragte det som en drejning pa 90°.
Drejer vi yderligere 90° kommer vi til tallinjens negative del. Gar vi fra tallet +1 til tallet
-1 kan vi sdledes betragte det som en drejning pa 180°.

Vi udstyrer nu positive tal med retningsvinklen 0° og negative med retningsvinklen 180°.

a) Argumenter for, at reglerne: +1 - +1 =+1, +1--1=-1 og -1 - -1 = +1 svarer til en
regel om, at nar tallene ganges sammen, sé laegges tallenes vinkler sammen (idet
360° svarer til 0°).

b) Hvis et tal skal opfylde: x - x = —1, hvilken vinkel skal dette tal sa veere udstyret med?
Hvor i planen skulle dette tal afsaettes?
Tallet betegnes i og kaldes den imaginaere enhed. Af og til betegnes det ogsa NEN

Komplekse tal bygges op af de almindelige tal og de imaginaere tal, saledes at tallet
X + iy afsaettes i planen i punktet (x,y). Tallet kan repraesenteres af lzengden af stykket
fra koordinatsystemets centrum til punktet sammen med retningsvinklen.

Ovelse 8.6

Via hjemmesiden findes et materiale, hvor vi fortsaetter ad de skridt, der blev taget oven-
for, og kommer dybere ind i denne nye og meget anderledes verden. Endvidere er der et
materiale, der forteeller mere om Caspar Wessel og hans opdagelse af de komplekse tal.

Wessel skrev pa dansk og arbejdede i udkanten af det europzeiske kulturomrade, og
hans revolutionerende arbejde opnaede derfor ikke den anerkendelse, det fortjente.
/ren for opdagelsen af den komplekse talplan blev derfor dengang tilskrevet andre,
bl.a. Gauss.

Gauss selv skrev ogsd med udgangspunkt i sine erfaringer med kortlzegning af store
landomrader et revolutionerende veerk om geometrien for krumme flader, hvor han
systematiserede kunsten at afbilde en krum flade pa et plant kort. P& B- og A-niveau
vender vi tilbage til projekter om at tegne flade kort af en kuglerund verden.
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2. Enhedscirklen, cosinus og sinus

| kapitel 3 definerede vi sinus og cosinus til en spids vinkel ud fra en standardtrekant,
dvs. en retvinklet trekant med hypotenusen af laengde 1. For at kunne anvende de tri-
gonometriske funktioner til beregninger i vilkarlige trekanter méa vi udvide definitionen,
sa vi far de stumpe vinkler med.

En metode hertil kunne veere at gare seetning 1 pa nzeste side til en definition, dvs.
definere sinus og cosinus til stumpe vinkler ud fra formlerne sin(v) = sin(180 —v) og
cos(v) = —cos(180 -v).

Vi vil i stedet folge en tradition med redder helt tilbage til Ptolemaios, nemlig at definere
sinus og cosinus ud fra en enhedscirkel. P4 hjemmesiden er der projekter om denne
historiske oprindelse til de trigonometriske funktioner og om dengang, sinus kom til
Europa via Bagdad.

Definition: Enhedscirkel
En cirkel med centrum i (0,0) og radius 1 kaldes en enhedscirkel.

Lad os ferst betragte en spids vinkel A, og lad os tegne standardtrekanten med
A som den ene vinkel og placere trekanten i et koordinatsystem sammen med sin(A)

en enhedscirkel som vist pa figuren. 1
AJ cos(A) C X

Som angivet pa figuren har vi fra definitionen i kapitel 3, at sin(A) og cos(A)
er henholdsvis kateten over for og kateten hos vinklen.

Vi laegger nu meerke til, at trekantens andet hjorne B far koordinaterne
(cos(A),sin(A)).

Men dette kan vi jo generalisere. Fjerner vi trekanten og ser udelukkende P, (cos(v),sin(v))
pé punktet B, sa er der ingen grund til, at vi begreenser os til 1. kvadrant.

Afsaettes en stump vinkel v i stedet for den spidse vinkel A ovenfor, s vil
vinklens andet ben skeere enhedscirklen i et punkt, vi kalder P,.

Af og til kalder man dette punkt for retningspunktet for vinklen v.

Vi definerer nu cos(v) og sin(v) som koordinaterne til punktet P :

Definition: Cosinus og sinus
cos(v) og sin(v) er henholdsvis farste og anden koordinat til punktet P, p4 enheds-

cirklen.
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For spidse vinkler ligger P, i 1. kvadrant, for stumpe vinkler ligger P, i 2. kvadrant.

a) Hvilke tal kan vi fa som sinus- og cosinus-vaerdier? Begrund det ud fra definitionen.
b) En udregning giver cos(v) = -0,8. Er vinklen spids eller stump?

c) En udregning giver sin(v) = 0,3. Er vinklen spids eller stump?

d) En udregning giver cos(v) = 2,7. Hvad kan det betyde?

S Owsess s -, 050087

Konstruer en enhedscirkel i et dynamisk v =60
geometriprogram. Afsaet et punkt P,
som vist pa figuren, og mal den tilhg-
rende retningsvinkel v.

VAN
\ T n

a) Benyt konstruktionen til at bestemme koordinaterne, og udfyld tabellen:

v 10° 30° 60° 80° 100° 120° 150° 170°

sin(v)

cos(v)

b) Kontroller de aflaeste vaerdier ved beregning.

c) Hvilken sammenhaeng antyder tabellen?

Satning 1
For alle vinkler mellem 0° og 180° (0° < v < 180°) gaelder:

sin(180 - v) = sin(v)

cos(180 - v) = —cos(v)

(cos(180-A),sin(180-A)) Argumenter selv for saetningen ved hjeelp af figuren.

(cos(A),sin(A))
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3. Sinusrelationerne

Det synes klart, at nar man ger en side storre i en trekant, bliver den tilsvarende —
modstéende - vinkel ogsé starre — og omvendt! Men den prascise sammenhaeng mel-
lem sider og vinkler i en trekant er knap sé& klar. Det er en sddan preecis sammenhzeng
vi nu vil finde, sa vi kan regne pa sider og vinkler i en trekant.

_ Indledning til beviset med anvendelse af dynamisk geometri

a) Konstruer en vilkarlig cirkel hvis radius er et helt tal. Afseet tre tilfeeldige punkter A, B
og C pa cirklen og konstruer den tilherende trekant ABC.
Mal sideleengderne og vinklerne i trekant ABC. Hvad sker der med disse mal, nar du
traekker i et af hjgrnerne?

b) Beregn dernaest de tre forhold
a b G
sin(A)  sin(B) sin(C)
c) Treek igen i trekantens hjorner. Hvad observerer du?

d) Traek endelig i den omskrevne cirkel, s& hele figuren forsterres eller formindskes.
Hvad observerer du?

Satning 2: Sinusrelationerne
I en vilkarlig trekant ABC gzelder der:

a b ¢ o sin(A) _sin(B) _sin(C)
sin(A) sin(B) sin(C) a b ¢

Bemeerkning: Vi kunne ngjes med en af versionerne. Af praktiske grunde opskriver vi
begge versioner, da vi normalt anvender formlerne til venstre ved beregning af ukendte
sider og formlerne til hgjre ved beregning af ukendte vinkler.

Bevis

Vi antager forst, at trekanten er spidsvinklet.
Vi deler trekanten op ved hjeelp af hgjden h, fra vinkel B.

B

[ ]

Herved far vi trekant ABC delt op i to retvinklede trekanter AHB og CBH.

o

Vi kan derfor benytte en egenskab for en spids vinkel v i en retvinklet trekant.
Fra den farste trekant AHB far vi nemlig:

c-sin(A)=h

b

Fra den anden trekant CBH far vi:

a-sin(C)=h

b

. SO -
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Alts& kan h, udtrykkes pé to forskellige mader, og disse mé s& ogsa veere
lig med hinanden, dvs.:

c - sin(A) =a - sin(C) )]

Ved division med sin(A) finder vi:
c= a- .sm(C)
sin(A)
og endelig ved division med sin(C) far vi et af de gnskede resultater,
til venstre i seetningen:
c _ a
sin(C)  sin(A)
I ligningen (*) ovenfor kunne vi i stedet have valgt at dividere forst med c:
_ alsin(C)
c
og dernzest med a og have faet:

sin(A) _ sin(C)
a ¢

sin(A)

dvs. et af de gnskede resultater i formlerne til hgjre i seetningen.

A b ¢ Vimangler nu at fa formlerne med b og B med.
For at opné det opdeler vi nu i stedet trekant ABC ved hjeelp af hgjden h_ fra vinkel A.
Herved far vi trekant ABC delt op i to retvinklede trekanter CHA og BHA.

Vis nu ved samme teknik som ovenfor:
b -sin(C)=h, og c-sin(B) =h,
Udnyt dette til at vise de gnskede resultater:
b c

sin(B) sin(C)

sin(B) _ sin(C)
b ¢

og

Hermed har vi vist identiteten af alle tre broker for begge udgaver af sinusrelationerne. /

Konstruer en trekant ABC, hvor £C er stump.
Tegn hejden h, fra B ned pé forlaengelsen af siden b og kald fodpunktet af hgjden for H.

a) Find nu to trekanter, hvor hgjden indgér, som vi gjorde i beviset ovenfor, og opstil form-
lerne for hgjden i begge trekanter.

b) Udnyt saetning 1 til en omskrivning af det ene udtryk.

c) Ger nu beviset for sinusrelationen i det stumpvinklede tilfeelde feerdigt!

270 Hvad er matematik? C, Grundbog, e-bog 978 87 7066 549 0 © L&R Uddannelse, Kgbenhavn



8. Sider og vinkler i vilkarlige trekanter

3.1 Trekantberegninger med sinus-relationerne

Nu kan vi begynde at beregne sider og vinkler i vilkarlige trekanter. En trekant er op-
bygget af seks stykker:

Tre sider | a b c
Trevinkler| A B C

En side og dens modst&ende vinkel, fx siden a og vinklen A, kaldes et sammenhgaren-
de par. | almindelighed m& man kende tre stykker i en trekant for at kunne konstruere/
beregne de resterende. Det kan dreje sig om tre sider, om to sider og en vinkel eller om
en side og to vinkler. Derimod har man ingen glaede af at f& oplyst alle tre vinkler, idet
vinkelsummen er 180°. En sinusrelation knytter fire af disse stykker sammen, nemlig to
af siderne og to af vinklerne, fx:
a _ b

sin(A) N sin(B)

Hvis vi kender tre af disse fire stykker, kan vi altsa isolere det sidste stykke.

Konklusion: Vi kan derfor anvende sinusrelationen netop nar de tre oplyste stykker
rummer et sammenhgrende par.

Hvis vi skal isolere en side i sinusrelationerne, er det nemmest at udga fra sinusrelatio-
nen pa formen, hvor siderne star i teelleren:
a _ b _ ¢
sin(A)  sin(B)  sin(C)
Hvis vi skal isolere en vinkel, er det nemmest at udga fra sinusrelationen péa formen,
hvor vinklerne stér i taelleren:
sin(A) _ sin(B) _ sin(C)
a b  c

Eksempel: Beregning af ukendte sider

Om en trekant ABC oplyses, at ZA =58°, Z/C =75° og a = 26.
Vi bestemmer de ukendte sider og vinkler.

Losningsmetode nr. 1

/B =180°-75°—-58°=47° Find £B ud fra vinkelsummen
a b - . .
sin(A) ~ sin(B) Opstil sinusrelationerne for at finde b
26 b

sin(58)  sin(47) Indszet tallene, husk at regne i grader

26
sin(58)

b = sin(47)- Isoler b

b=224
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Losningsmetode nr. 2

Efter at vi har opstillet sinusrelationerne, kan opgaven lgses ved hjeelp af en solve-
kommando:
soIveD 26 :L bD
Hin8) ~ sin(47)’ B
b=224

Bestem selv ¢ i trekanten i det ovenstdende eksempel.

Opgaven, at bestemme ukendte sider, kan ogsé lgses ved hjaelp af konstruktion.

Eksempel: Konstruktion af ukendte sider

Vi ser pd samme opgave som far.
Om en trekant ABC oplyses, at ZA =58°, £C =75° og a=26.
Bestem de ukendte sider og vinkler.

Losningsmetode nr. 3

Vi konstruerer trekanten, og vaerktejsprogrammet bestemmer til sidst de ukendte sider.
Konstruktionen kan forega som vist her:

. : ;
B 26 B 26 1C
Vi konstruerer en halvlinje Vi ved, at vinkel B er Vi konstruerer en ny
ud fra B. P& halvlinjen 180° - 75°-58° = 47°, halvlinje ud fra C, og
afsaetter vi punktet C ved s vi drejer halvlinjen i drejer den 75° i negativ
hjeelp af en cirkel med positiv omlgbsretning omlgbsretning. Herved
radius 26 og centrum i B.  omkring B. Herved far vi far vi vinkel C's hgjre ben.
Herved har vi konstrueret  vinkel B’s venstre ben. A konstrueres nu som
siden a. skaeringspunktet mellem

vinkel B's venstre ben og
vinkel C's hgjre ben.

Nu har vi konstrueret en trekant med de mal, vi fik opgi-
vet. Herefter far vi vaerktajsprogrammet til at bestemme
\ de to sidste sidelaengder. Vi ser at resultatet stemmer

B 26 cm iC overens med beregningerne ovenfor.
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8. Sider og vinkler i vilkarlige trekanter

Eksempel: Beregning af ukendte vinkler
Om en trekant ABC oplyses, at b=8,3, ¢ =19,1 og «£C = 105°.
Bestem de ukendte sider og vinkler.

Losningsmetode nr. 1

n(B
tE )= c( ) Opstil sinusrelationerne for at finde #B
8,(3) = 18’35) Indseet tallene, husk at regne i grader
sin(B) =8,3- SI:S (1)5) Isoler sin(B)

sin(B) = 0,4197

B =sin"(0,4197) = 24,8° Anvend den omvendte sinus

Bemeerk: Nogle veerktgjsprogrammer skriver den omvendte sinus som arcsin.

Losningsmetode nr. 2

Opgaven kan lgses ved hjelp af solve-kommandoen. Vi skal her huske at indskraenke
Igsningen til at ligge mellem 0 og 90°, fordi vi ved, at vinkel B er spids, nar vinkel C er

stump:
solve [sin(B) _ sm BE@) <B<90
8 3
B =24.8°

Bestem selv ZA og siden a i trekanten i det ovenstdende eksempel.

Opgaven, at bestemme ukendte vinkler, kan ogsa leses ved hjeelp af konstruktion.
Denne metode illustreres med folgende eksempel.

Eksempel: Konstruktion af ukendte vinkler

Vi ser pd samme opgave som for.
Om en trekant ABC oplyses, at b =8,3, ¢ =19,1 og «£C = 105°. Bestem de ukendte
sider og vinkler.

Losningsmetode nr. 3

Vi konstruerer trekanten, og veerktejsprogrammet bestemmer til sidst de ukendte sider.
Konstruktionen kan forega som vist her:
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Vi konstruerer en halvlin-
je ud fra C. P& halvlinjen
afsaetter vi punktet A ved
hjeelp af en cirkel med
radius 8,3 og centrum i
C. Herved har vi konstru-
eret siden b.

O
C 8,3cm A

I

Nar vi skal bruge sinusrelationen til at finde en vinkel skal vi passe pa: Sinus kan ikke

kende forskel pa en spids og en stump vinkel, jfr. saetning 1. Vi er derfor nadt til ad
anden vej at vide om den vinkel, vi prover at finde, er spids eller stump. Dette vender

vi tilbage til i afsnit 5.

'

'

'

. '
P '
v . '
' H '
' O
' ! H
' \ '

'

cC 83 A cC 83 A
Vi ved, at vinkel C er 105°, Vi konstruerer nu en cirkel
s& vi drejer halvlinjen 105° i med centrum i A og med

positiv omlgbsretning om- radius 19,1. B konstrueres
kring C. Herved far vi vinkel nu som skaeringspunktet
mellem vinkel C's venstre

ben og cirklen.

C's venstre ben.

Nu har vi konstrueret en trekant med de mal, vi fik opgivet.
Herefter far vi veerktejsprogrammet til at bestemme de
ukendte sider og vinkler. Vi ser at resultatet stemmer over-

ens med beregningerne ovenfor.

Om en trekant ABC far vi oplyst, at a=8,5, b =15,2 og £B = 110.

Bestem de ukendte sider og vinkler.
Overvej forst hvad vi ved om de to andre vinkler, og hvorfor vi her kan bruge sinusrela-

tionerne uden problemer.

_ Beregning af hgjden af Mount Everest

Pa vejen op mod de storste bjergtinder i Himalaya er der forskellige flade plateauer,
hvor klatrerne slar lejr. Heroppe i 5000 meters hgjde er der opstaet sma byer, lejr-
pladser og udsigtspunkter, som fx Dugla, Ama Dablam og Imja Tse. Set fra Imja Tse
blokerer bjergtoppen Lhotse helt udsynet til Mount Everest, men set fra Dugla ser det

ud, som om det er Mount Everest, der er hgjest.

274
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8. Sider og vinkler i vilkarlige trekanter

Det var fra positioner svarende til disse, at George
Everest i sin tid beregnede hgjden af bjergene og
viste, at Mount Everest er verdens hgjeste bjerg.
Han anvendte triangulering, og vi falger nu hans
metode, idet vi dog antager, at de tre udsigts-
punkter ligger nogenlunde i samme niveau.

Vi forestiller os, som George Everest gjorde, at der
i samme vandrette plan som Dugla er et punkt F
inde i bjerget, lodret under spidsen af Mount Eve-
rest. Dette kalder vi fodpunktet for Mount Everest.
Fra Dugla kunne George Everest nu dels sigte Udsigt fra Dugla: Mount Everest til venstre og Lhotse til hojre.
mod F (Mount Everest), dels mod Ama Dablam
og dermed som vist pa figur 1 finde vinklen i det
vandrette plan mellem F (Mount Everest) og Ama
Dablam.

Fra Imja Tse gjorde han det samme. Vi forestiller os, at der i
samme vandrette plan som Imja Tse er et punkt G inde i bjer-
get Lhotse lodret under spidsen. Dette kalder vi fodpunktet for
Lhotse, og dermed far vi den anden trekant pa figur 1.

Figur 2 viser, at de to sigtelinjer fra Dugla mod henholdsvis

toppen af Mount Everest og mod punktet £ giver en retvinklet
trekant. Figur 1. Vandret plan.

Ama Dablam

Figur 3 viser, at de to sigtelinjer fra Imja Tse mod henholdsvis top- Spidsen af Mt. Everest
pen af Lhotse og mod punktet G giver en retvinklet trekant.

De malte starrelser til brug for trianguleringen, er afsat pa figur 1.
17,4°

a) Beregn med udgangspunkt i figur 1 afstanden fra Dugla til Dugla 13.6 km

fodpunktet F. Hojde over havet: 4593 m

b) Beregn tilsvarende afstanden fra Imja Tse til fodpunktet G. Figur 2. Lodret plan.
For at finde hejden af Mount Everest ma vi vide, hvor hgjt Dugla

ligger over havoverfladen, og endvidere kende den vinkel, som Spidsen af Lhotse
sigtelinjen mod spidsen af Mount Everest danner med vandret.

Disse tal er angivet pa figur 2.

c) Beregn nu hgjden af Mount Everest. : ) 25,9°
Imja Tse G

Hojde over havet: 6173 m

d) Beregn pa samme made med udgangspunkt i de tal, der er
angivet pa figur 3 hgjden af Lhotse. Figur 3. Lodret plan.
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Pa hjemmesiden findes forskellige projekter om navigation og triangulering i tilknyt-
ning til det indledende afsnit.

Opgaver
Pa hjemmesiden ligger en reekke opgaver med anvendelse af sinusrelationerne.

3.2 Arealet af en trekant
Vi kan ogsa beregne arealet af en vilkarlig trekant ud fra trekantens sider og vinkler.

Satning 3: Arealet af en trekant
Arealet af trekant ABC kan bestemmes med hver af disse formler:

1 . ;
TAAE,Czé-a-b-sin(C) TABC:E'b'C'SIn(A) TAsczg-a-c-sm(B)

A A

Bevis

Vi opskriver den seedvanlige arealformel for trekant ABC:

T psc = % . @ -h,, hvor b er grundlinjen og h, er hgjden.

a

I trekant I er h, =c-sin(A)
Indsaetter vi i formlen ovenfor, far vi:

a

T asc :%-bc-sin(A)

I trekant II er h, =a-sin(C)
h, deler trekanten i to dele.  Indsaetter vi i formlen ovenfor, far vi:

T.sao = 5b-a-sin(C)

Vi har nu de to versioner af arealformlen.

Argumenter ud fra denne figur for den sidste version af arealformlerne:

T oo = %@ & [$in(B)

a

Hermed er saetning 3 bevist. v
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8. Sider og vinkler i vilkarlige trekanter

| trekant ABC er ZLA=50° a=13 og c =6.

a) Konstruer trekanten i et dynamisk geometriprogram, og mal trekantens sidelaengder,
vinkler og areal.

b) Bestem vinklerne ZC og B savel som siden b ved beregning med sinus-
relationerne, og sammenlign med den malte veerdi.

c) Bestem arealet af trekanten ved beregning med formlen ovenfor, og sammen-
lign resultatet med den malte veerdi.

En firkant ABCD er opdelt i to trekanter ved hjzelp af en diagonal.
Firkanten har de pa skitsen angivne mal.

a) Bestem de ukendte vinkler i firkanten.

b) Find firkantens areal.

Pa hjemmesiden er anvisninger pa, hvorledes man kan konstruere firkanten ud fra
de opgivne mal, og kontrollere beregningerne.

4. Cosinusrelationerne

Hvis vi ikke kender et af de sammenhgrende par af sider og vinkler kan vi ikke umiddel-
bart bruge sinusrelationerne. Dette geelder i folgende to tilfaelde:

1. Vi kender de tre sider.

2. Vi kender to sider og den mellemliggende vinkel.

Men vi kan endnu en gang benytte egenskaberne ved den retvinklede trekant til at ud-
lede nye formeler, der kaldes cosinusrelationerne, og som kan benyttes til at bestem-
me trekantens vinkler og sider i disse to tilfaelde. Princippet i beviset nedenfor er det

samme som vi anvendte i beviset for sinusrelationerne, nemlig at vi opdeler trekanten i
to retvinklede trekanter ved hjeelp af en af hgjderne.
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Satning 4: Cosinusrelationerne - version 1
| en vilkarlig trekant ABC gezelder falgende:

a’=b*+c?>-2-b-c-cos(A)

b?>=a?>+c?*-2-a-c-cos(B)

c2=a’+b*-2-a-b-cos(C)

Bemeerk: Vi beviser saetningen i det spidsvinklede tilfaelde. Det stumpvinklede
tilfaelde behandles i ovelse 8.26.

Bevis

Som i beviset for sinusrelationen deles trekanten op i to retvinklede trekanter AHB
og CBH ved hjeelp af hgjden h,.

Siden AC er delt i to stykker. Vi kalder det venstre stykke for x, dvs. dermed er
ICHI = b-x.

| det folgende benyttes Pythagoras' seetning pa hver af de to retvinklede trekanter.

2 c?=x*+h}? Trekant AHB
a’=(b-x°+h7 () Trekant CBH
hbi a’=b’+x*-2bx +h,’ (b - x)? udregnes
i, a’=b"+x" +h,” - 2bx Roker rundt
a?=b? +c*-2bx Anvend c®=x’+h,’

Vi kan nu udtrykke x ved trekantens sider og vinkler, idet vi igen anvender en egen-
skab ved den retvinklede trekant. Af trekant AHB far vi:

X =cC - cos(A)
Indseettes dette i udtrykket ovenfor, far vi:
a?=b?+c*-2-b-c-cos(A)

hvilket netop er den ene af de sggte sammenhange.

Huvis vi i stedet saetter |CH| = x, s& bliver |AH| = b - x, som vist pa figuren.
Del op som fer i de to retvinklede trekanter AHB og CBH, og vis med samme teknik:

c?=a’+b’-2-a-b-cos(C)
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8. Sider og vinkler i vilkarlige trekanter

Hvis man i stedet deler trekanten med hejden h, fra vinkel A, og seetter |[BH| = x
som vist pa figuren, kan man vise den sidste udgave:

b’=a’+c*-2-a-c-cos(B)

Hermed er saetning 4 om cosinusrelationerne vist. /

Hvis vi tegner en spidsvinklet trekant og tegner kvadra-
terne pa de enkelte sider, sa kan vi fa falgende figur:

a) Forklar, hvilke linjer der er tegnet inde i trekanten.

b c cos(A)

b) Forklar, hvordan de enkelte sider pa trekanten bliver
delt op i hver to stykker.

ac cos(B)

00

[e}
c) Forklar, hvordan arealet af hvert kvadrat kan deles \0@
op i arealet af to rektangler. A bcos(A) |acos(B)| B

d) Formuler hver af cosinusrelationerne ud fra areal-
betragtninger.

)

cbcos(A) cacosB)| c

e) Hvad sker der med figuren, hvis den ene vinkel bliver ret?

_ c

Hvordan bliver inddelingen i arealer, hvis en af vinklerne er stump?

Cosinusrelationerne kaldes ogséa den udvidede Pythagoras' seetning.

a) Vis, at cosinusrelationerne reduceres til Pythagoras' saetning, nar den vinkel, der
indgar i udtrykket, bliver ret. Tag fx udgangspunkti ¢’ =a°+b°~2-a - b - cos(C).

b) Benyt cosinusrelationen ¢ =a®+ b*-2 - a - b - cos(C) til at bevise den omvendte
Pythagoras' saetning:
Nér der for trekant ABC geelder, at c® = a® + b®, s& er vinkel C ret.
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_ (iseer til B- og A-niveau) Cosinusrelationerne i stumpvinklede trekanter

280

Konstruer en trekant ABC, hvor £C er stump. Tegn hgjden h, fra B ned pa forlaengelsen
af siden b, og kald fodpunktet af hgjden for H.
Kald stykket |CH| for x. S& er stykket |AH| = b + x.

a) Find nu to trekanter, hvor hgjden indgar.
Opstil Pythagoras' saetning i begge tilfeelde, som vi gjorde i beviset ovenfor.

b) Udregn parenteserne og kombiner udtrykkene til en formel for c?.
c) Udnyt szetning 1 til at finde et udtryk for x.

d) Ger nu beviset for cosinusrelationen i det stumpvinklede tilfeelde feerdigt!

4.1 Trekantberegninger med cosinus- og sinusrelationerne

| indledningen til forrige afsnit skrev vi, at med cosinusrelationerne kan vi lose opgave-
typer, hvor vi kender alle tre sider, eller hvor vi kender to af siderne og en vinkel, som
ikke danner par med de to sider. Cosinusrelationen supplerer altsé sinusrelationerne
pé det fornemste.

For vi regner, opstiller vi falgende:

Saetning 4: Cosinusrelationerne - version 2
I en vilkarlig trekant ABC gzelder der

2, .2 .2 2 2 p2
cos(A) = b tc -a ., cos(B) = ib_, cos(C) =
2-b-c 2-c-a

Vis,at a?=b?+c?>-2:-b-c-cos(A) kan omskrives til:

b®+c?-a°

cos(A) = SO L
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8. Sider og vinkler i vilkarlige trekanter

Eksempel: Beregning af ukendt side og ukendt vinkel

To skibe forlader en havn C samtidigt og falger hver sin kurs ud over havet.

Det ene skib A sejler i retningen 20° i forhold til nord med en hastighed pa 8 sgmil i
timen. Det andet skib B sejler i retningen 56° i forhold til nord med en hastighed pa
10 sgmil i timen.

Hvor stor er afstanden mellem skibene efter to timers sejlads?

| hvilken retning ses skibet B fra skibet A?

En skitse af situationen viser hurtigt, at vi kender to sider og en vinkel i trekanten ABC,
nemlig siderne a og b samt vinklen C.

Da skibet A sejler med 8 sgmil i timen, ma det i Iobet af to timer sejle 16 semil, dvs.

b =16.

Tilsvarende ma B sejle 20 sgmil, dvs. a = 20.

Endelig mé vinklen C veere forskellen mellem sejlretningerne, dvs. C = 56° — 20° = 36°.

Der er ingen sammenhgrende par, sa det er cosinusrelationen, der skal i spil. Vi finder
derfor afstanden mellem de to skibe som laengden af siden c:

c?=a’+b’-2-a-b-cos(C) Opskriv den relevante formel
c?=20%+16°-2-20 - 16 - cos(36) Indsaet tallene, husk at regne i grader
c? = 138,299

¢ =4/138,299 = 11,7571
Konklusion: Afstanden mellem skibene er 11,8 somil.
For at finde i hvilken retning skibet B ses fra skibet A, skal vi bruge vinkel A. Det kunne

vi selvfolgelig gore ved brug af sinusrelationen, men det er farligt, for vi ved ikke, om A
er spids eller stump. Vi finder i stedet vinkel A med cosinusrelationen

b2 +c2 —
cos(A)= ——— Opskriv den relevante formel
A 2(bl¢ P
2, _on2
cos(A) = 16 + 138,299 - 20 Indszet tallene, husk at regne i grader
203601,7571

cos(A) = -0,015338

A = cos™'(-0,015338) = 90,9° Anvend den omvendte cosinus, husk
at regne i grader
Konklusion: Trekantens vinkel A er 90,9°.

Bemeaerk: Nogle vaerktegjsprogrammer skriver den omvendte cosinus som arccos. N

Laeg meerke til hvor elegant cosinusrelationen skelner mellem spidse og stumpe vinkler.

For at finde retningen i forhold til nord, laeegger vi maerke til, at de 20° gér igen oppe 15 somil
ved A. Vi kan derfor finde retningen séledes: 180°+ 20°- 90,9° = 109,1°.
Retningen fra A til B i forhold til nord er derfor 109,1°.
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Figuren viser et landskab malt op ved triangulering
ud fra en basislinje AB ude i terraenet med laengden
63,7 meter. Dernaest er vinklerne til en reekke gen-
stande ude i terreenet opmalt med teodolit. Det gav
anledning til de felgende gradtal:

1 2 4 5 7 8 9 10 N 12

36,5 113,7 26,7 53,1 65,6 36,2 951 32,6 31,7 30,0

a) Bestem de manglende vinkler.

b) Bestem ved beregning afstandene i fugleflugtlinje
fra hushjernet G til hvert af treeerne C og E, samt
afstanden mellem de to huse G og D.

c) Konstruer et kort over landskabet i malestoksfor-
holdet 1:1000 pa basis af de oplyste mal.

| trekant ABC er sideleengderne a =16, b=15 og c = 21.
a) Konstruer trekanten i et dynamisk geometriprogram, og mal vinklerne.

b) Beregn trekantens vinkler ved hjeelp af cosinusrelationerne, og sammenlign resulta-
terne med de maélte.

Vi skal tilretteleegge en orienteringstur, der er mellem 3 og 4 km lang. Méalet med turen
er bl.a., at laberne skal blive fortrolige med kursbegrebet. Kursen méles altid i forhold
til retningen nord (i negativ omlobsretning, altsa med uret!). Det betyder fx, at hvis man
skal starte med kurs 30°, skal retningen, man Igber efter, danne en vinkel pa 30° med
nord (dvs. mod hgijre).

Lobeanvisning:
1) Fra startpositionen A lgber du 1 km med kurs 164° til post B.
2) Fra post B skal du herefter Igbe 0,8 km med kurs 74° til post C.
3) Fra post C skal du lgbe 0,66 km med kurs 5° til post D.
4) Fra post D skal du endelig labe hjem til post A.
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8. Sider og vinkler i vilkarlige trekanter

Tegn en skitse, der viser lgbeturen. Vaer omhyggelig med at afsaette kursen ved hver
post. Benyt nu cosinusrelationerne til at lose de folgende opgaver:

a) Hvor langt er der fra A til C? Hvor langt er der fra A til D?

b) Hvilken kurs skal du veelge for at n& hjem til post A?

c) Hvor lang bliver hele lgbeturen?

d) Hvilken kurs skal du veelge, hvis du i stedet for veelger at Iabe direkte hjem fra post C?

e) Hvor lang bliver lgbeturen i dette tilfeelde?

Til sidst skal du konstruere lgbeturen i dit dynamiske geometriprogram efter falgende
retningslinjer: Retningen til nord er lodret pa dit kort. Veelg selv et passende malestoks-
forhold. Kontroller herved dine beregninger ved passende malinger pa dit kort.

Pa en trykluftcylinder er der monteret en vippearm
ABC. Nar trykluftcylinderen anvendes, presses
stempelhovedet veek fra cylinderen, og vippear-
men skifter stilling til AB'C'. Herved drejer leddet
AB sig som vist pa figuren 18°.

Afstanden fra A til C (hvor stemplet er inde) er
som vist pa figuren 900 mm.

Laengden af de to led i vippearmen er: AB =520 mm og BC =490 mm.

Benyt nu cosinus- og sinusrelationerne til at lose falgende:

a) Bestem storrelsen af vinklen v i trekanten ABC.

Afstanden mellem C og C' kaldes slaglaengden.

c) Bestem stemplets slagleengde.

d) Tegn opstillingen i méalestoksforholdet 1:10 i et dynamisk geometriprogram.
Kontroller dine beregninger ved passende malinger pa din tegning.

Udfordring: Konstruer en animation, der viser stemplet i fuld bevaegelse mellem de to

yderstillinger ABC og AB'C".

Vink: Du kan fx begynde med at konstruere linjestykket CC' svarende til slagleengden og
et dertil herende frit punkt pd CC', der kan beveege sig frem og tilbage i animationen.

Opgaver
Pa hjemmesiden ligger en reekke opgaver med trigonometriske beregninger.
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5. Sinusfaelden (isaer for A-niveau)

Vi har set eksempler ovenfor, hvor man kan finde vinklerne i en trekant ved hjeelp af
sinusrelationen. Hvis man isolerer en vinkel i sinusrelationen, fx A

sin(A) _ sin(B)

a b
sin(A) = alsin(B)
b
A=sinT(.)

sd lgber vi umiddelbart ind i det problem, at den omvendte sinusoperation altid giver
en spids vinkel. Men den segte vinkel kunne maske veere stump! Hvis vi forseger at
finde en stump vinkel ved hjeelp af sin”, kan man derfor risikere at falde i sinusfaelden.
Ifolge seetning 1 er der nemlig to vinkler, der har den samme sinusveerdi. Den ene af
disse vinkler er spids, og den anden stump (og tilsammen giver de 180°).

Vi risikerer at vaelge den forkerte af de to!

For at kunne gardere sig mod sinusfaelden er det rart at have styr pa, hvilke vinkler der
kan veere stumpe. Her kan falgende saetning vaere til stor nytte:

Satning 5

I en vilkarlig trekant vil den sterste side ligger overfor den starste vinkel, og til-
svarende vil den mindste side ligge overfor den mindste vinkel.

Hvis vi sorterer siderne efter storrelse, far vi samtidigt sorteret vinklerne efter
storrelse!

Bevis

Beviset folger af sinusrelationerne, idet vi omskriver disse saledes:

a _ sin(A) b _ sin(B) c _sin(C)

b sin(B) c sin(C) a sin(A)

Heraf ser vi, at hvis fx a er sterre end b, sé er broken % starre end 1, og dermed ma
der sd ogsa geelde, at sin(A) er sterre end sin(B). Tilsvarende for de forhold, der er
neevnt i de naeste tre formler.

Altsa kan vi konkludere, at
a) Over for den mindste side ligger vinklen med den mindste sinus
b) Over for den storste side ligger vinklen med den storste sinus.

Dermed er vi neeste faerdige, idet der for spidse vinkler geelder:
Jo starre vinklen er, jo starre er sinusvaerdien (se figuren).
Dermed er saetning 4 vist for spidse vinkler.
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8. Sider og vinkler i vilkarlige trekanter

Men nar vinklen bliver starre end en ret vinkel, begynder sinusveerdien at falde.
S& vi skal passe pa med en stump vinkel (se figuren).

Antag nu, vinkel A er stump. Sa finder vi

sin(A) = sin(180-B - C) Vinkelsummen er 180°
sin(A) = sin(180 - (B + C)) Udnyt parentesregel
sin(A) = sin(B+C) Udnyt saetning 1

Vinklerne B, C og B + C er alle spidse vinkler, fordi A er stump.

Nu bruger vi argumentet ovenfor pad B og C :

B + C er bade sterre end B og sterre end C.

Derfor er sin(B + C) starre end savel sin(B) og sin(C).

Men da sin(A) = sin(B + C), geelder s ogsa, at sin(A) er starre end savel sin(B)
som sin(C).

Konklusion: Hvis A er stump, er sin(A) altsa den storste sinusveerdi, og det viser igen,
at over for den storste side ligger den storste vinkel.

Denne simple saetning gor det ofte nemt at styre uden om problemerne med stumpe
vinkler, idet der kun kan vaere en stump vinkel i en trekant — og den kan man jo bare
finde ud fra vinkelsummen pa 180°.

Eksempel: Beregning i stumpvinklet trekant
Vi vender tilbage til trekanten fra gvelse 8.18 med malene:
/A=50° a=13 og c=6
Hvis vi ikke konstruerer trekanten, men blot tegner en skitse, hvordan kan vi sa vide,
om vinklerne ZB og £C er spidse?

Det kan vi ikke umiddelbart afgere ud fra skitsen, men udnytter vi, at siden ¢ er mindre

end siden a, far vi ogs4, at vinklen C er mindre end vinklen A, og dermed er vinklen C

i hvert fald spids. Vi kan derfor roligt finde £C ved hjeelp af sinusrelationen og dernaest

/B ud fra vinkelsummen. A 6

6. Projekter

Pa hjemmesiden ligger en reekke projekter, der knytter sig til kapitel 8.

Pa hjemmesiden ligger yderligere saerlige studieretningskapitler med oplaeg til samar-
bejde mellem studieretningsfagene, samt kapitel 10, Matematik og kultur, med ma-
terialer og projekter, der kan anvendes i et samarbejde med humanistiske fag eller i
selvstaendige forlgb.
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Bekraeftende statistik
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I kapitel 2 om beskrivende statistik var fokus pa det konkrete dataszt, der fx beskriver de
enkelte holds resultater eller de enkelte elevers sundhed.

| dette kapitel sperger vi, om handelser og resultater kan tilskrives tilfaeldigheder, eller om
fx fremgang i opinionsmalinger er udtryk for en mere systematisk og holdbar tendens.

For at kunne svare pa sadanne spgrgsmal, er der udviklet en reekke matematiske metoder
til at undersg@ge stikprover og teste hypoteser.

Vi begynder med fortaellingen om en af de stgrste katastrofer i rumfartens historie:
Challenger-ulykken. Var det et tilfelde?
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1. Challenger-ulykken

1.1 Triumf og katastrofe

9. Bekraeftende statistik

Rumfeergerne var et symbol pd menneskehedens teknologiske triumf i slutningen af
det 20. arhundrede, p4 samme made som den usynkelige Titanic var det i starten af
arhundredet. Rumfeergemissionerne, med den tekniske betegnelse STS (Space Trans-
portation System), startede i 1981 med opsendelsen af rumfaergen Columbia, som
forulykkede 1. februar 2003 under nedstigningen. Men allerede i 1986 blev rumfaerge-
programmet ramt af en af den nyere tids mest spektakuleere teknologiske ulykker.

Den 28. januar 1986 forulykkede rumfaergen Challenger i en
voldsom eksplosion, blot 73 sekunder efter den var lettet.
Tragedien fik en enorm medieomtale, bl.a. fordi det var forste
gang en skoleleerer, Christa McAuliffe, skulle med i rumfeer-
gen. Det var et led i det sakaldte "Teacher in Space"-program,
hvorfor mange amerikanske skoler fulgte opsendelsen intenst.
Malet med dette program var at fremme berns og unges inte-
resse for naturvidenskab.

Opsendelsen blev udsat flere gange, men var nu planlagt til
at forega samtidigt med praesidentens arlige tale til nationen,
under hvilken praesident Ronald Reagan skulle tale i telefon
med bl.a. Christa McAuliffe.

Det lagde et voldsomt pres pa den amerikanske rumfartsor-
ganisation NASA om at undga flere udseettelser eller direkte
aflysning af opsendelsen.

Siden den forste Sputnik blev sendt ud i rummet i 1957,

var der blevet foretaget hundredvis af opsendelser, s& man
vidste rent statistisk, at ca. 4%, eller 4 ud af 100, ender galt.
Bemandede rumflyvninger tjekkes naturligvis grundigere, men
NASA’s ingenigrer mente alligevel, at risikoen for et alvorligt
uheld var af storrelsesordenen 1%. Administrationen satte
derimod risikoen for et alvorligt uheld til 107°, svarende til
0,001 %.

Begrundelsen var en lang og kompliceret udregning, som
andre fandt totalt meningslgs, idet den byggede pa et mylder
af forudsaetninger, hvoraf mange var vilkarlige og tilsynela-
dende kun tjente til at vise, at slutrisikoen var af den gnskede
starrelse - hvilket ville gare det forsvarligt at lade civile deltage
i rumfaergeprogrammets flyvninger.
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Teamet bag den 25. opsendelse af rumfeergen.
Christa McAuliffe star som nummer to fra venstre
i bagerste reekke. Rumfeergeprogrammet blev pé
det tidspunkt opfattet som vaerende sikkert nok
til, at der nu ogséa kunne veere civile deltagere om
bord.

Opsendelsen og den efterfalgende eksplosion
blev fulgt over hele kloden. Via hjemmesiden kan
man finde direkte links til videoklip fra opsendel-
sen samt til en adresse, hvor NASA har lagt en stor
maengde informativt materiale.
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1.2 Havarikommissionen

Havarikommissionen fik fysikeren og nobelpristageren Richard Feynman (1918-1988)
som et af sine medlemmer. Det skulle blive Feynman, der lgste gdden om rumfeergens
forlis, men meget tyder p4, at han diskret blev fort pa sporet af folk fra NASA, der ud-
maerket godt kendte problemerne, men onskede lgsningen fremlagt af en kendt fysiker
udefra. Derved kunne opklaringen fa den rigtige effekt, savel eksternt som internt i den
store organisation.

Videooptagelser af ulykken viste, at der laekkede breendende gas ud af nogle sam-
menfajninger, der &benbart ikke sluttede teet. Denne braendende gas sa ud til at vaere
hovedarsagen til eksplosionen af hovedtanken. Interessen samlede sig derfor hurtigt
om de forskellige sammenfajninger i braendstoftankene, hvor der var anvendt sékaldte
O-ringe af gummi som teetning. De er almindeligt anvendt overalt i industrien, men
rumflyvninger er ikke almindelig industri, og NASA havde siden 1977 veeret klar over,
at O-ringene var et svagt led. O-ringene var derfor blevet seerligt undersegt efter hver
flyvning.

Man havde imidlertid ikke for alvor testet O-ringenes temperaturfelsomhed, og dette
skulle vise sig at veere den skaebnesvangre fejltagelse. Natten for opsendelsen havde
temperaturen veeret nede pa —20°C, og ved selve opsendelsestidspunktet 1& den lige
under frysepunktet. Ingen tidligere rumflyvning var foregaet ved s lave temperaturer,
sa& man havde ingen erfaringer hermed. Der er bevaret en telefonsamtale mellem inge-
nigrer fra firmaet Thiokol, der leverede O-ringene, og NASA’s ledelse, hvor ingenigrerne
netop prover at fa stoppet opsendelsen med henvisning til de lave temperaturer.

Problemet er, at den voldsomme varmeudvikling under opsendelsen far metaller og
andre materialer til at udvide sig — og det skal O-ringene s& ogsa gere for at slutte teet.
Men ger de det hurtigt nok?

Det lykkedes Feynman at f& fat i et stykke af en original O-ring, og ved en offentlig
hering foran rullende tv-kameraer demonstrerede han sa under stor dramatik, hvordan
ringen forst stivnede i et glas med isvand, og derefter tog flere sekunder om at rette sig
ud og blive fleksibel igen.

Feynman lavede sin egen rapport som et bilag til havarikommissionens samlede rap-

port. | denne rapport fremlagde han bl.a. et materiale om sammenhangen mellem
temperatur og problemer med O-ringene.
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9. Bekraeftende statistik

Feynmans diagram over sammenhangen mel-
lem temperatur og antallet af O-ringe med de- 3
fekter. Challenger var flyvning nr. 25. Hver prik i
diagrammet repraesenterer en af de foregdende
24 rumflyvninger. 61A er den tekniske beteg-
nelse for en flyvning. Joint star for sammenfoj-
ninger med O-ringe.

Leeg meerke til at temperaturen er i Fahrenheit, Flights T61C - STS-2
hvor frysepunktet er 32°. g ¢

Incidents
T
0 o§oog oo g—eooe
50° 55° 60° 65° 70° 75° 80°

STS51-C

Field Joint
61A

N

41B 41C 41D

Number of Incidents

Calculated Joint Temperatur, °F

Ovelse 9.1

a) Hvad er den afheengige variabel, og hvad er den uafhaengige variabel i dette dia-
gram?

b) Ved hvilken flyvning var det teettest pa at ga galt? Hvad var temperaturen?
c) Hvilken tidligere flyvning var den naestmest problematiske? Hvad var temperaturen?

d) Understotter diagrammet firmaet Thiokols bekymring?

Ovelse 9.2

a) Udfyld pa grundlag af figuren en tabel som den felgende over de 24 fgrste rum-
feergeflyvninger, idet vi nummererer de 17 flyvninger uden registrerede O-rings-
problemer fra nr. 1 til 17:

Flyvning Skon over temperatu- Antal beskadigede
ren ved O-ringene O-ringe
STS 51-C 53 3
STS 41-B 57 1
STS 61-C 58 1
16 80 0
17 81 0

b) Plot dine data, og sammenlign med Feynmans diagram.
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Ovelse 9.3

a) Bestem ved linezer regression den bedste rette linje gennem datapunkterne i det
ovenstaende diagram. Hvordan kan hzeldningskoefficienten for denne rette linje
fortolkes i denne sammenhasng? Hvad bliver forklaringsgraden?

b) Hvor mange beskadigede O-ringe ville man ifalge modellen forvente ved en opsen-
delsestemperatur pa 30°F? Hvad er din konklusion pa dette?

NASA rettede indvendinger mod den ovenstdende model. Bl.a. papegede de, at nar
det var de beskadigede O-ringe, man var bekymret over, burde man udelukkende tage
hensyn til disse i dataanalysen.

c) Hvilken lineeer regressionsmodel giver en sadan indskreenkning af dataseettet anled-

ning til?

d) Diskuter NASA's indvendinger. Inddrag evt. eksempler fra andre omrader, fx kab
af bil hvor du eftersperger data, der kan belyse sikkerhedsproblemer med bilen,
sasom hvilke uheld denne type bil har veeres involveret i. Anvender man der NASA’s

metode?

Ovelse 9.4

Vi vil her analysere datamaterialet ved brug af boksplot.

a) Opdel materialet i to kategorier: 1) flyvninger med O-rings fejl, 2) flyvninger uden O-
rings fejl, og konstruer et boksplot over temperaturerne for hver af de to.

b) Sammenlign de to boksplot med brug af begreber fra kapitel 2, Beskrivende statistik.

1.3 "Det kan ikke vere tilfeldigt" — om sandsynligheder og statistik

Store tals lov

0,5

Andel for krone

0 r . r r r r : r r )

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Antal montkast

Store tals lov: Ndr man kaster en mont mange gange
vil andelen af krone naerme sig 0,5.

| ovelse 9.3 undersagte vi materialet med brug af lineaer
regression. Hvis der slet ingen sammenhaeng var mellem
antallet af beskadigede O-ringe og temperaturen, ville vi
forvente, at den linezere regression forte til en vandret linje
med haeldning 0 og forklaringsgraden 0%. Men i praksis
observerer vi en negativ haeldning, som ligger et stykke
under 0, ligesom vi observerer en forklaringsgrad, der ligger
et stykke over 0 %.

Hvis der slet ingen sammenhaeng var mellem temperaturen
og problemerne med O-ringene, ville vi tilsvarende forvente,
at gennemsnitstemperaturen for de problemfri flyvninger var
den samme som gennemsnitstemperaturen for alle flyvnin-
gerne.
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9. Bekraeftende statistik

Nar ulykken farst er indtruffet, og vi betragter talmaterialet ovenfor, vil man veere tilbg-
jelig til hurtigt at konkludere: "Det kan ikke veere et tilfeelde". S&dan reagerer vi ofte pa
usaedvanlige heendelser. Men vi skal veere varsomme med den slags hurtige konklu-
sioner i statistik. Selv om der ser ud til at vaere en sammenhaeng mellem temperatur
og antallet af beskadigede O-ringe, sa er det ikke et bevis. Kaster vi med en terning
24 gange, sa vil vi nok forvente at fa en sekser fire gange. Men far vi ingen, eller far

vi maske 10 seksere, kan man ikke med sikkerhed sige, der er noget galt. Laver vi et
eksperiment, hvor udfaldet helt eller delvist beror pa tilfeeldigheder, vil der altid veere
en vis sandsynlighed for et usaedvanligt udfald af eksperimentet.

Vi vil nu begynde at szette begreber pd, s vi far nogle mere preecise redskaber til at
svare pa spgrgsmal som:

Burde en analyse af det foreliggende datamateriale om O-ringene have givet NASA
anledning til at aflyse opsendelsen med henvisning til, at risikoen for uheld statistisk
set var for stor?

Praxis: Stokastisk eksperiment og sandsynlighed

¢ Et eksperiment, hvor udfaldet helt eller delvist beror pa tilfeeldigheder, kalder vi et
stokastisk eksperiment.

¢ | Danmark har 44% blodtype A. Hvis man tilfeeldigt veelger en dansker, sa er sand-
synligheden for at fa en med blodtype A lig med 44%. Hvis der i en population pa i
alt N individer er n individer, der har en bestemt egenskab, sa er sandsynligheden
for, at vi ved et stokastisk valg treekker en med pageeldende egenskab, lig med % .

Praxis: Teoretisk og eksperimentel sandsynlighed

® Sandsynligheden for at fa en sekser ved kast med en terning saettes til %, fordi
der er lige stor sandsynlighed for at fa hvert af de seks mulige udfald.

¢ Dette er en teoretisk veerdi, som kan bekraeftes eller forkastes eksperimentelt:
Hvis vi gentager eksperimentet mange gange, sa vil andelen af seksere naerme
sig %. Mange gange betyder egentlig uendeligt mange gange. | praksis vil vi
sige omkring 1000 gange! Hvis andelen ikke naermer sig %, er det et udtryk for,
at den teoretiske vaerdi ikke er korrekt.

Det forhold mellem teoretisk og eksperimentel sandsynlighed, der er beskrevet oven-
for, kaldes i sandsynlighedsregning for de store tals lov. | det felgende vil vi bruge dette
som ledetrad. Vi vil undersage tilfaeldige variationer eksperimentelt ved at udfere et
stokastisk eksperiment mange gange for at se efter mgnstre og fx svare pa, om be-
stemte udfald ligger inden for den normale variation, eller ma karakteriseres som noget
meget useedvanligt.
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Ovelse 9.5

NASA pastod, at der ikke var nogen sammenhzeng mellem temperatur og problemer
med O-ringene. De syv tilfeelde med O-rings-problemer kan lige s& godt opfattes som
en helt tilfeeldig stikpreve udtaget af de 24 flyvninger. Denne pastand vil vi nu under-
sgge eksperimentelt. Vi veelger at anvende medianen som ét tal, der repraesenterer
temperaturniveauet for en tilfaeldig stikprove bestdende af syv flyvninger.

a) Hver elev laver 24 kort, hvorpa de 24 temperaturer skrives. Kortene blandes grun-
digt, hvorefter 7 kort tages tilfeeldigt, fx de 7 gverste. Bestem medianen for de 7 tal.

b) Gentag 4 gange, sé hver elev har 4 talveerdier.
c) Saml klassens tal i et feelles prikdiagram, og konstruer et boksplot.

d) Bestem temperaturmedianen for de 7 rumflyvninger, hvor der var problemer med O-
ringene, og plot den observerede temperaturmedian sammen med boksplottet.

Vi kan nu sammenligne den observerede mediantemperatur med fordelingen af de
simulerede mediantemperaturer: Hvis den observerede mediantemperatur ligger midt
inde i klumpen, er den typisk, hvis den ligger langt ude i enderne, er den atypisk.

e) Giver jeres eksperiment anledning til bekymring over den kommende flyvning?

@velse 9.6

P& hjemmesiden ligger et projekt om Challenger-ulykken.

2. Handskerne i Jammerbugten

Vi vil i dette kapitel ved hjaelp af et noget simplere eksempel
end Challenger-ulykken undersege, hvordan og hvornar man
kan sige, at en bestemt haendelse synes ikke at veere tilfeeldig,
men kalder pé en eller anden arsagsforklaring.

Billedet viser resultatet af hr. og fru Steffensens spadseretur
ved Jammerbugten, hvor de har indsamlet gummihandsker,
som fiskerne har tabt/smidt fra sig, hvorefter de er drevet ind
pé stranden med vind og vejr. Hr. og fru Steffensen undrer sig
nu over, at der er langt flere venstrehandsker end hgjrehand-
sker — 10 venstrehandsker mod fire hgjrehandsker — hvor de
ville have forventet nogenlunde lige mange, dvs. syv af hver.
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9. Bekraftende statistik

Det forste, vi ma sla fast, er:

Der kan veere en arsagsforklaring, og den ma man i givet fald sege hos fiskerne. Det
kan godt veere, at en speciel arbejdsrutine medforer, at fiskerne iszer taber handsken
pa den "svage" hand. Men en s&dan viden har vi ikke. Vi har alene de 14 handsker.

Det andet, vi ma sla fast, er:

Vi kan ikke regne baglaens og ud fra de 14 handsker sige noget om sandsynligheden
for, at fiskerne smider venstrehandsker ud. Der er alt for mange ukendte variable til, at
det ville give mening.

I moderne statistik gor vi det omvendte:

1. Vi antager det mest simple, nemlig at der ingen arsagssammenhzaeng er, og at det, vi
observerer, derfor alene er et resultat af tilfaeldige variationer.

2. Pa dette grundlag sperger vi: Hvis det observerede er et resultat af tilfeeldige
variationer, svarer det s til en sandsynlig eller tveertimod til en meget usandsynlig
haendelse?

Definition: Nulhypotesen

Antagelsen, at udfaldet af eksperimentet alene skyldes tilfeeldigheder, kaldes nul-
hypotesen. Den modsatte antagelse, at udfaldet delvist ma bero pa systematiske

variationer kaldes den alternative hypotese.
Man kan ofte mgde symbolet H, for nulhypotesen og H, (eller H, ) for den alterna-
tive hypotese.

Nulhypotesen svarer til antagelsen om, at der falder lige mange venstre- og hojre-
handsker over bord. Den alternative hypotese er, at der pa grund af fiskernes seerlige
arbejdsrutiner er asymmetri mellem, hvilke handsker der falder over bord. Bemaerk, at
der er en lille drejning i forhold til Steffensens hypotese om en uszedvanlig stor over-
vaegt af venstrehandsker. Det er en konsekvens af nulhypotesen. Vi tager dette op igen
ved den afsluttende konklusion.

Definition: Observerede og forventede vardier

¢ De observerede vaerdier er det datamateriale, vi som udgangspunkt er blevet
praesenteret for.

* De forventede veaerdier er altid knyttet til nulhypotesen. Nulhypotesens antagel-
se rummer antagelser om en bestemt fordeling af de variable, og de forventede
vaerdier kan beregnes ud fra denne fordeling.

Er der lige mange hgjre- og venstrehandsker i havet, er sandsynligheden for at finde
den ene eller den anden lige store. Indsamler vi 14 handsker, er de forventede veerdier
derfor syv venstre- og syv hgjrehandsker.
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Eksempel: Forventet udfald af opinionsmaling

| forbindelse med en opinionsmaling antager vi, at der ikke er sket eendringer i veelger-
tilslutningen til et parti i forhold til valget, hvor partiet fik 25 % af stemmerne. Ved opi-
nionsmalingen spearges en stikprgve pa 1000 veelgere, hvad de vil stemme, hvis der
var valg i morgen. Det forventede antal stemmer péa partiet er da 25% af 1000 eller 250
stemmer.

2.1 Simulering under antagelse af nulhypotesen

Hvordan undersgges nu, om en hzendelse svarer til det, man ma forvente ud fra nulhy-
potesen eller tveertimod, at den er meget usandsynlig ifelge nulhypotesen? Det gor vi
ved at simulere nulhypotesen. Foretager vi mange simuleringer, kan vi derved undersg-
ge, om den oprindelige haendelse er usaedvanlig, eller om den vil forekomme hyppigt.

Praxis: Simulering af en hendelse

Nar vi simulerer en heendelse, er udgangspunktet nulhypotesen: Havet er fyldt
med lige mange hgjre- og venstrehandsker. Der driver tilfaeldigt 14 i land, svaren-

de til, at vi tilfeeldigt veelger 14 handsker. For hver handske, vi samler op, er der
samme sandsynlighed for at fa en hgjre- og en venstrehandske. Endelig tzeller vi
op, hvor mange hgjre- og venstrehandsker der er.

Ved at kaste med en mont, hvor plat svarer til en venstrehandske og krone til en hgjre-
handske, kan man lave en simulering af en stikpreve pa 14 indsamlede handsker.

a) Kast en mant eller benyt et vaerktejsprogram til at lave en sadan stikpreve pa 14
handsker.

b) Hvor mange i klassen fik et resultat, der var lige sa skaevt eller mere skaevt end Stef-
fensens observation?

Nar vi skal vurdere, om en haendelse er usaedvanlig, far vi brug for en talveerdi, der kan
bruges som et mal for, hvor meget haendelsen afviger fra det forventede.

Definition: Teststarrelse

Teststarrelsen er et mal for, i hvilken grad de observerede veerdier (eller de simu-

lerede veerdier) afviger fra de forventede vaerdier. Den kan fastleegges pa flere
forskellige mader.
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| eksemplet med handskerne bruger vi overskuddet af venstrehandsker som teststor-
relse, dvs. vi treekker antallet af hgjrehandsker fra antallet af venstrehandsker. Den
forventede veerdi for teststarrelsen er altsa 0, fordi differensen bade kan veere positiv
og negativ afhaengigt af, hvilken slags handske der er flest af.

Nar vi forst har simuleret eksperimentet én gang, kan vi gentage simuleringen rigtigt
mange gange og derved danne os overblik over fordelingen af teststarrelsen. Dette
kan give et indtryk af, hvor hyppigt vi finder en tilfeldig variation, der er mindst lige sa
skeev, som den hr. og fru Steffensen fandt p& deres spadseretur i Jammerbugten.

a) Benyt et veerktgjsprogram til at gennemfare simuleringen 1000 gange, og udregn
hver gang teststorrelsen: antal venstrehandsker — antal hajrehandsker

[
1T 1 T 1
6 8 10 12 14

. . 1 1 1 1 1 1 1 1
gram som antydet her eller i et passende histogram. 14 42 10 -8 -6 -4 -2 0

teststorrelse

b) Praesenter fordelingen af teststarrelserne i et prikdia- " i 5
1
2

» o0

c) Benyt veerktojsprogrammet til at opteelle:
1. Antal teststorrelser, som er mindre end eller lig med —6.
2. Antal teststarrelser, som er storre end eller lig med 6.

d) Hvor stor en procentdel af de 1000 teststerrelser afviger mindst lige s& meget fra
det forventede 0 som i Steffensens tilfaelde?

e) Kommenter resultatet: Under antagelse af nulhypotesen, dvs. der mistes lige mange
venstre- og hgjrehandsker, vil vi da karakterisere Steffensens tilfaelde som hgrende
til en useedvanlig og usandsynlig haendelse?

Definition: p-vaerdi
p-vaerdien er sandsynligheden for at simulere et udfald, der er mindst lige sa

skaevt som det observerede udfald, idet simuleringen altid tager udgangspunkt
i nulhypotesen.

| eksemplet med handskerne er p-veerdien sandsynligheden for at finde en forskel
mellem antallet af venstre- og hgjrehandsker pa mindst seks, nér de 14 handsker har
samme sandsynlighed for at blive udtrukket.

Hvad bliver dit sken over p-veerdien ud fra de 1000 simuleringer?
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14

s 18 4 indsamlinger af de 14 handsker var der ingen test-
storrelser p& £12 eller £14. Men foretages genbereg-
1210 -8 6 -4 2 0 2 4 6 8 10 12 14 . . )
Teststorrelse ning, vil vi se, at det faktisk kan forekomme.

18

Med veerktgjsprogrammet kan vi fa optalt antallet af gange, teststarrelsen har vaerdierne:
-14,-12,-10,-8,-6,-4,-2,0, 2,4, 6, 8, 10, 12, 14

Opstil en tabel over disse tal, og afbild det grafisk i form af et histogram, som vist her.

Dette grafiske billede er en nggle til at forsta de
tilfeeldige variationer, vi far, nér vi simulerer under
antagelse af nulhypotesen. | langt de fleste tilfaelde
ligger teststorrelsen i den centrale klump omkring O.
Tallet O svarer til, at der er 7 af hver slags. Men af og
til far vi en markant forskel.

Histogrammet viser, at i denne simulering af 1000

Antallet af forskelle pa seks eller derover er i alt (se histogrammet):

8+18+58+59+18 +4 =165

165

Vores skon over p-vaerdien er derfor 1000 = 16,5%

Konklusion: Hvis vi gentager turen ved Jammerbugten rigtigt mange gange, og hvis de
to typer handsker, der driver i land med vind og vejr, i virkeligheden forekommer lige
hyppigt, vil vi derfor i ca. 16,5 % af tilfeeldene finde en forskel, der er mindst lige sa
skaev, som den hr. og fru Steffensen observerede.

Gennemfearer 30 elever i en klasse hver sin undersggelse af 1000 simuleringer, vil de
enkelte elever fa lidt forskellige resultater. Men ikke mere forskellige, end vi kan kon-
kludere, at under nulhypotesens antagelse er familiens Steffensens observation faktisk
ikke usaedvanlig.

Bemeerk: En konklusion pé en statistisk undersegelse rummer et subjektivt element.
Vi fastleegger selv greensen for, hvor lille en sandsynlighed (p-vaerdi) vi vil acceptere,
for vi siger, at resultatet er sa usaedvanligt, at vores nulhypotese ikke lzengere er tro-
veerdig, dvs. at vi foretreekker at tro pa den alternative hypotese om en systematisk
tendens, der bryder med nulhypotesens tilfeeldige variationer.

Definition: Signifikansniveau
Det niveau, der fastleegger greensen mellem resultater, vi accepterer under nul-

hypotesens antagelse, og resultater, vi finder sa uszedvanlige, at nulhypotesen
ikke lzengere kan opretholdes, kaldes for signifikansniveauet.
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Signifikansniveauet kan ikke begrundes matematisk. | praksis bruges ofte 5% som
signifikansniveau, men man kan mgde problemer, fx i medicinske forsgg eller erhvervs-
kontrakter, hvor dette fastseettes til 1% eller 10 %.

Pa hjemmesiden er der et materiale om dette.

Betragter vi histogrammet ovenfor, kan vi se, at fastlaegges et hgjt signifikansniveau
fx pa 10 %, sa bliver det lettere at forkaste nulhypotesen. Omvendt betyder et lavt
signifikansniveau, at vi accepterer lidt flere useedvanlige haendelser, for vi forkaster
nulhypotesen. Jo mindre signifikansniveauet er, jo sveerere er det altsd at forkaste nul-
hypotesen om, at de observerede afvigelser alene beror pa de uundgaelige tilfeeldige
variationer.

Praxis: Fremgangsmade nar vi tester en hypotese — brug af kritisk verdi

e Forst formuleres nulhypotesen (og dermed ogsa den alternative hypotese).

e Sa fastleegges et signifikansniveau, der er graensen for, hvad vi accepterer, for
nulhypotesen forkastes.

¢ Endelig veelges en teststarrelse som et mal for afvigelsen mellem det observe-
rede, og det man ma forvente ud fra nulhypotesen. Teststarrelsen beregnes ud

Teststorrelse

fra de observerede vardier. Kritisk veerdi

e Teststorrelsens veerdi vurderes enten pa baggrund af 1000 simuleringer, eller pa
baggrund af en graf for en teoretisk funktion, der beskriver den samme fordeling.
Signifikansniveauet fastlaegger en kritisk vaerdi pa 1. aksen. Hvis den observere-
de teststorrelse ligger til hgjre for den kritiske forkastes nulhypotesen, ellers ikke.

Praxis: Fremgangsmade nar vi tester en hypotese - brug af p-vaerdi

¢ Forst formuleres nulhypotesen (og dermed ogsa den alternative hypotese).

¢ S3 fastlaegges et signifikansniveau, der er graensen for, hvad vi accepterer, for
nulhypotesen forkastes.

¢ Endelig vaelges en teststorrelse som et mal for afvigelsen mellem det observe-
rede, og det man ma forvente ud fra nulhypotesen. Teststarrelsen beregnes ud

5% signifikansniveau

fra de observerede veaerdier.

¢ Teststarrelsen for de observerede vaerdier giver anledning til en p-vaerdi, der er
sandsynligheden for at finde et simuleret resultat, der er mindst lige sa skaevt som
det observerede. Dvs. p-vaerdien er procentdelen af observationer, der grafisk lig-
ger lige sa langt eller lzengere vaek fra fordelingens centrum, som teststorrelsen
gor. Er p-veerdien under signifikansniveauet, forkastes nulhypotesen, ellers ikke.
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Bemeerk: Vi godkender aldrig nulhypotesen!

Vores undersggelse kan fore til, at vi bekreefter, at nulhypotesen er en mulig forklaring.
Eller den kan fare til, at vi forkaster nulhypotesen.

Dette er let at indse ud fra eksemplet med handskerne. Nar familien Steffensen finder
de 10 venstre- og 4 hgjrehandsker, er det en naturlig tanke, at dette afspejler den
made, fiskerne arbejder pa og dermed mister handsker pa.

Den simulering, vi har gennemfart ovenfor, udeluk-
ker heller ikke muligheden for, at fx saerlige ar-
bejdsrutiner i virkeligheden forer til et storre tab af
venstrehandsker. Om det faktisk er tilfaeldet, krasver
imidlertid en seerlig undersogelse.

Men den model, vi har opstillet ovenfor, og den
simulering, vi har gennemfert, viste sig at kunne
forklare de 10 + 4 ud fra den mest simple antagelse,
nemlig at der tabes lige mange af hver. Men det er
altsa hverken en afvisning af Steffensens tanker eller
en godkendelse af nulhypotesen.

Modellen forteeller os, at vi ikke behgver at undre os
over Steffensens fund. Det fandt avisen Politiken da
ogsa ud af den folgende dag efter at have konsulte-
ret en statistiker.

Ovelse 9.10

a) Lees i artiklen. Man opererer her med to forskellige fortolkninger af den observerede
fordeling af handskerne. Gengiv de to fortolkninger med dine egne ord.

b) Hvordan lyder Bendix Carstensens nulhypotese?
c) Hvordan forestiller han sig, man kan simulere nulhypotesen?
d) Hvilken p-veerdi angiver Bendix Carstensen i artiklen?

Pa B- og A-niveau vil vi vende tilbage til statistik og sandsynlighedsregning, og her
behandle den binomialfordeling, der omtales i artiklen.

Efter at familien Steffensen havde sat
gang i avisdebatten, blev indsamling
af handsker lidt af en folkesport.
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3. Retssagsmetaforen

Man kan ofte bade huske og forsta ting bedre, nar der dannes billeder. Det er en kendt
teknik i litteratur og filosofi — bestemte sammenhaenge kan falde pa plads ved hjeelp af
velvalgte billeder.

Hele det statistiske set-up med en usaedvanlig heendelse, en nulhypotese, der maske
kan begrunde haendelsen, en teststorrelse og en p-veerdi, der afger sagen pa grundlag
af en vedtagen konvention ("lov") om, hvor signifikansniveauet ligger — alt dette kan
minde om en retssag.

En retssag ender med, at den anklagede erklaeres for skyldig — svarende til at nul-
hypotesen forkastes — eller frifindes. Frifindelse betyder ikke, at det er bevist, at den
anklagede er uskyldig, men derimod, at det ikke kunne bevises, at den anklagede var
skyldig. Anklagen falder bort. Der er ikke grundlag for at opretholde sigtelsen. | rets-
sager som i statistik gaelder, at man er uskyldig, indtil det modsatte er bevist. Tvivlien
kommer den anklagede til gode. Men det kan naturligvis ikke afvises, at der kunne
komme nyt materiale pa bordet, der igen rejste anklagen. S& m& man tage fat forfra.

| en retssag demmes pa grundlag af en lov svarende til, at vi afger nulhypotesens
skaebne pa grundlag af et fastlagt signifikansniveau. | en retsstat laves lovene ikke,
som man nu har brug for dem. Signifikansniveauet lsegges fast, for vi tester, og det
laves ikke om undervejs.

| en retssag er der pa den ene side en anklaget sam-
men med sin forsvarer — svarende til at nulhypotesen
er pa anklage-baenken. Nulhypotesen pastar fx,

at selv om en opinionsmaling tilsyneladende viser
fremgang for et bestemt parti, s& kan dette lige sa vel
tilskrives tilfaeldige udsving. P& den anden side star
en anklager, der "krydsforhgrer" nulhypotesen for at
treenge til bunds i rimeligheden af dennes péstand
om, at endringerne kan forklares med tilfeeldige
variationer i en stikprgve.

Anklager udfordrer nu nulhypotesen og siger, at hvis det lige s& godt kunne veere resul-
tat af tilfeeldige variationer, s& vis det! Det er en retsstat, s& nulhypotesen far mulighed
for at forsvare sig, og forsvareren indhenter vidner i form af 1000 simuleringer — i dette
tilfaelde 1000 stikprover af den oprindelige fordeling af stemmerne.

Frifindelse eller dom afgeres nu af, hvorledes de observerede antal stemmer ifalge opi-
nionsmalingen ligger i forhold til fordelingen af de 1000 stikpraver: Ligger de uden for
det forventede omrade, som signifikansniveauet skeerer af, s& demmes nulhypotesen
bort, den forkastes. | modsat fald frikendes den.
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Alternativt kan vi udregne en p-veerdi som er
den andel af simuleringerne, der rammer mindst
lige s& skaevt som de observerede antal stem-
mer. Derefter sammenlignes p-veerdien med
signifikansniveauet, idet nulhypotesens skaebne
afgores ved at se, hvad der vejer tungest:
p-vaerdien eller signifikansnivauet.

p-veerdi  Signifikans-

niveau Retssagsmetaforen kan fores videre. | retssager
kan man blive uskyldig demt, og man kan blive
uretmaessigt frikendt. S&dan ogsa i statistik, hvor

vi taler om fejl af forste art og fejl af anden art.

Nar vi forkaster nulhypotesen, kan vi ikke veere sikre pa at den virkelig er forkert. Selv
om de skaeve stikprover er meget sjeeldne, forekommer de dog en gang imellem — og
det kunne jo veere et af de sjaeldne tilfeelde, vi har observeret. Her er p-veerdien netop
sandsynligheden for at frembringe en skeev stikprove ifelge nulhypotesen. S& hvis nul-
hypotesen rent faktisk er korrekt, men forkastes pa grund af en useedvanlig stikprove,
sd angiver p-veerdien samtidigt sandsynligheden for, at vi fejlagtigt har forkastet den —
at vi har begaet et justitsmord. Signifikansniveauet holdes netop lavt, s risikoen for
justitsmord er lille. At blive uskyldig demt kaldes i statistik for fejl af forste art.

Nar vi ikke forkaster nulhypotesen, kan vi ikke veere sikre pa, at den virkelig er rigtig. Fx
som vi diskuterede under handskeeksemplet: Det kan jo ikke udelukkes, at en sideef-
fekt af fiskernes made at arbejde pd er, at de iszer taber handsken pé deres "svage”
hand. Og denne er for de fleste den venstre. Dette er situationen, hvor de observerede
veerdier ikke er s& usaedvanlige, at den udregnede teststarrelse falder udenfor det om-
rade, signifikansniveauet afskeerer. Eller udtrykt med p-veerdien: Denne er storre end
signifikansniveauet, s& nulhypotesen bliver ikke forkastet. Sandsynligheden for at bega
en sadan fejl, som vi kalder fejl af anden art, er vanskelig at beregne.

Ovelse 9.11

Beskriv ved hjeelp af eksemplet med indsamling af handsker en situation, hvor en
korrekt nulhypotese forkastes, og en situation, hvor en forkert nulhypotese ikke bliver
forkastet.
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4. 2>-test - hvad kan vi undersoge?

Ethvert statistisk problem, hvor vi gnsker at undersgge, om en bestemt haendelse ma
anses for at vaere usaedvanlig, eller blot kan anskues som udtryk for en tilfaeldig variati-
on, fremtreeder som noget helt seerligt. Teenk pa Challenger-ulykken, opinionsmalinger
eller handskerne i Jammerbugten — de virker meget forskellige, og umiddelbart kalder
hvert problem pa en helt seerlig fremgangsmade.

Men i statistik som i alle andre grene af matematik bestraeber man sig hele tiden pa at
udvikle metoder, der kan anvendes pa vidt forskellige problemer. Det skyldes naturlig-
vis, at feerre metoder ger livet lidt lettere. Men det har ogsa en dybere forklaring. Gen-
nem arbejdet med at udvikle feelles metoder fx til at behandle de tre nsevnte proble-
mer, far vi samtidig en dybere indsigt i problemernes natur. Bag alle forskellighederne
er der noget feelles, noget der fortaeller om, at tilfeeldigheder ikke kun er tilfeeldige, men
at der er struktur pa det tilfeeldige, blot der er tilstreekkeligt mange tilfeelde.

| den bekreeftende statistik forseger man at inddele de statistiske problemer i et over-
skueligt antal af typer, og at udvikle standardmetoder til behandling af disse proble-
mer. Vi skal i dette kapitel tage nogle store skridt ind i statistikkens verden, idet vi vil
undersgge to typer af problemer, man mgder i mange fag og sammenhange, og som
alle kan handteres med stort set samme metoder, nemlig den sakaldte y>-test (lees: ki-
i-anden-test). | begge tilfaelde vedrerer testet alene kategoriske variable repraesenteret
ved antalstabeller. Antalstabeller mgdte vi i kapitel 2, Beskrivende statistik.

4.1 Farste type - er stikpraven reprasentativ?

Den forste type problemer vedrearer situationer, hvor en population er opdelt efter en
enkelt kategorisk variabel. Den har fokus pa falgende spargsmal: Kan en bestemt stik-
prove fra en population opdelt i passende kategorier siges at veere repraesentativ for
den givne population, eller er stikpravens sammensaetning af de forskellige kategorier
useedvanlig i forhold til populationen? Er der med andre ord overensstemmelse mellem
fordelingen i stikpreven og fordelingen i populationen?

Eksempel: Indkomstfordelinger

Er en stikprove af den danske befolkning eksempelvis repraesentativ for indkomstfor-
delingen i hele befolkningen opdelt i passende indkomstgrupper, eller er forskellene
sa store, at de ikke kan tilskrives tilfeeldige variationer? Her angiver den kategoriske
variabel alts&, hvilken indkomstgruppe man tilhgrer.

Eksempel: Opinionsundersagelser

Denne type af problemer omfatter ogsa eksempler som det folgende: Er en opinions-
maling repraesentativ for det seneste valg, sa eendringer i tilslutningen til de forskellige
partier blot kan tilskrives tilfeeldige variationer? Eller er stikprgvens sammensastning sa
uszedvanlig, at der ma veere sket nogle beveegelser i det politiske styrkeforhold? Her
angiver den kategoriske variabel altsd, hvilket parti man vil stemme pa.
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Sadanne spergsmal behandles med en y?-test, der kaldes Goodness-of-fit-testet (idet
den maler overensstemmelsen, dvs. Goodness-of-fit, mellem kategoriernes fordeling i
stikprgven og i populationen) .

4.2 Anden type - er der uafthangighed mellem to kategoriske variable?

Den anden type af problemer vedrerer situationer, hvor en population er opdelt efter to
kategoriske variable, der er praesenteret i en krydstabel.

Eksempel: Kon og erhvervsarbejde

Det kan eksempelvis veere opdeling af elever efter de kategoriske variable kon (dren-
ge/piger) og erhvervsarbejde (har mere end/har mindre end seks timers erhvervsar-
bejde om ugen). | sddanne situationer rejses naturligt spergsmalet, om drenges og
pigers omfang af erhvervsarbejde folger det samme meonster, eller om der er markante
forskelle. Spargsmalet kan omformuleres til: Er omfanget af elevernes erhvervsarbejde
uafheengigt af deres kon?

| denne type vil vi ogséa inkludere problemer, hvor vi sammenligner stikpraver hentet fra
forskellige populationer. Her repraesenterer den ene kategoriske variabel det sporgs-
mal vi stiller, den anden kategoriske variabel repraesenterer de steder eller de tids-
punkter, hvor svarene er indsamlet.

Eksempel: Angst for at ga ud om aftenen

Gennem en arraekke har man spurgt pensionister i Danmark, om de er bange eller ikke
bange for at ga ud om aftenen. Spergsmalet giver den ene kategoriske variabel. Den
anden er de forskellige arstal, hvor spargsmalene er indsamlet. Problemet handler da
om hvorvidt angstniveauet blandt pensionister i Danmark er uafhaengigt af, hvilket ar
man har spurgt dem.

Eksempel: Opfattelsen af livskvalitet i forskellige lande

Gallup gennemfoarte i 1997 en undersogelse af, om der var forskel pa holdningen til
familieveerdier i en reekke forskellige lande. 1000 voksne personer i hvert land blev bl.a.
spurgt om felgende: Er det for dig afgerende for livskvaliteten at f& et barn pé et eller
andet tidspunkt i dit liv? Spargsmalet giver den ene kategoriske variabel. Den anden er
opdelingen efter lande. Et uddrag af svarene er her opstillet i en antalstabel:

USA Indien Mexico Canada Tyskland | alt
ja 462 928 615 591 487 3083
nej 507 65 374 365 450 1761
ved ikke 31 7 11 44 63 156
ialt 1000 1000 1000 1000 1000 5000
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Forklar opbygningen af tabellen i det foregdende eksempel.

Séadanne spergsmal behandles alle med det, vi kalder ?-test for uaftheengighed.

4.3 Population og stikprove

Vi har i det foregadende flere gange brugt ordene stikpreve og population. Det er helt
centrale begreber i statistisk testteori.

Definition: Population og stikpreve

® Populationen angiver den masngde af personer, dyr, produkter, haendelser osv.,

som vi gerne vil vide noget om. Populationen bestar af individer.
¢ En stikprove er den delmaengde af individer, som vi undersgger naermere for at
kunne sige noget om hele populationen.

Hvis vi kunne undersgge eller udspgrge hele populationen, var der ingen grund til
at tage stikpraver. Men det er ofte umuligt, og var det muligt, ville det veere dyrt og
besveerligt.

En stikprove skal udtages, s& den er repraesentativ, ellers kan vi ikke konkludere noget
om hele populationen. En 1.g klasse kan eksempelvis ikke veere repraesentativ i alle
mulige forhold for alle skolens elever, og heller ikke for alle 1.g'erne i hele Danmark.
Man kan sikre repraesentativitet ved at udtage stikproven tilfeeldigt (randomisering).

a) Hvad er populationen, og hvad er stikprgven i eksemplet med handskerne?

b) Hvad er populationen, og hvad er stikpraven i eksemplet med spgrgsmalet om
barn og livskvalitet?

Nar man afprever et nyt medicinsk preeparat er det ikke alene vigtigt at forsegsperso-
ner er udvalgt repreesentativt, men ogsa at de ikke ved, om de er forsggspersoner!

a) Hvorfor er det vigtigt?

b) Hvilken metode kunne man anvende til at sikre dette? S@g evt pa ordet placebo.
Inden for medicinsk forskning har man bade begrebet blindtest og dobbelt-blind-
test. Undersgg hvad de to begreber star for.

| afsnit 6.1 vil vi gennemga et sterre eksempel, der illustrerer hvor galt det kan ga,
hvis en stikprave ikke er repreesentativ.
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4.4 y*-teststarrelsen

| afsnit 2.1 indferte vi begrebet teststorrelse som et mal for, i hvilken grad de obser-
verede veerdier afviger fra det, vi forventer — under antagelse af en nulhypotese.

Vi har i de forste afsnit set et par forskellige eksempler pa teststorrelser. | diskussio-
nen af Challenger-ulykken anvendte vi medianen af temperaturerne som teststorrelse.
| eksemplet med handskerne i Jammerbugten anvendte vi forskellen p& antal venstre-
og antal hejrehandsker som teststarrelse. Men teststarrelsen kan ogsa fastlaegges péa
andre mader.

Forst i 1900-tallet fandt matematikeren Karl Pearson ud af, at den seerlige y>-test-
storrelse, vi indferer her, har nogle egenskaber, der gor den seerligt velegnet.
Det vil fremga neermere i det felgende.

Udregningen af y?-teststerrelsen kan illustreres med tabellen over de observerede og
de forventede antal handsker.

kategori observeret forventet
venstre 10 7
hojre 4 7

Har vi to observerede og to forventede vaerdier, er formlen:

, _ (obs1—forv1)’ . (obs2 - forv2)’
- forv1 forv2

Saettes tallene ind, far vi:

2 2
_(0-7) (4-7) 18,4
7 7 7

Er der flere veerdier, udvides formlen blot. Dette er en Goodnes-of-fit test, men den
samme formel anvendes ved uafhaengighedstest. | eksemplerne nedenfor gennemgas,
hvordan vi i de forskellige situationer udregner de forventede vaerdier.
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Qvelse 9.15

Indsaet en ny kolonne i regnearket med de 1000 simuleringer over handskerne i Jammerbugten,
hvor y?-teststarrelsen udregnes for hver stikprove.

v h forskel  °-test
1 \% \Y \ \Y \ \% \% h h h h h \Y \Y 9 B 4 1.14286
2 h f \% \ \% \% h \% \% h h h \% \ 8 6 2 0.285714
3 h \ \ h h % h h h h h \ \ \ 6 8 -2 0.285714
4 h h h \% % h h h h \ \ \ h h 5 9 -4 1.14286
5 h h \% \% h \ h h \Y h \Y h \Y \Y 7 7 0 0
6 h h h h % \Y \ h h \% \% % % h 6 8 -2 0.285714
8 \% \% \% h h h \Y h h h \% \% \% \Y 8 6 2 0.285714
9 \% h h h \% \% h h \% \% h \% h \Y 7 7 0 0
10 \Y \Y h \Y h \Y \Y h \Y h h \Y h h 7 7 0 0
11 h \Y h \% \% h h \ \ \Y h h h \Y 7 7 0 0
12 \ h \% h h h h % h h \Y h h h 4 10 -6 2.57143

Det ses tydeligt, at jo sterre forskellen er mellem de to antal, jo sterre bliver ogsa y>-test-
storrelsen. Men i modsaetning til forskellen kan y?-teststarrelsen ikke antage negative vaerdier,
fordi vi jo har kvadreret forskellen.

a) Ligesom med forskellen er der kun et begraenset antal forskellige vaerdier for y*-test-
starrelsen i kolonnen. Begrund ud fra formlen, hvilke vaerdier der kan blive tale om.

b) Hvilke y?-veerdier harer til stikprover, hvor forskellen i antal er sterre end eller lig med 6
eller mindre end eller lig med -67?

c) Preesenter opteaellingen af de forskellige veerdier, som de to teststorrelser antager, i et prik-
diagram (som vist her) eller i et passende histogram.

221 370
188 182
237
221
120 117
65 120
55
22 19 4
9
° | | &2 2

T T T T T T T T T T T ™
-14 12 10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 12 14 o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

forskel w-teststorrelse

Vi ser da, hvordan den oprindelige klokkeform for forskellen erstattes af en skaev fordeling af
x2-teststorrelsen.

d) Vi udregnede ovenfor teststarrelsen for de observerede vaerdier til at vaere 2,57. Giv et skon
over p-veerdien ud fra opteellingen i diagrammet herende til y*-teststorrelsen. Husk, at defini-
tionen pa p-veerdien taler om udfald, der er mindst lige sa skeeve, som det observerede. Dvs.
udfald, der giver 2,57, skal teelles med. Hvad var skennet over p-veerdien ud fra diagrammet
over forskellene? (Behandlet i afsnit 2.1)
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| gvelse 9.14 far vi nogenlunde samme skan over p-vaerdien ved de to teststerrelser.
Det er betryggende, men hvorfor skal vi sé indfere en ny teststerrelse? Der er to store
fordele ved anvendelse af y?-teststorrelsen.

Den ene er den teoretiske, som vi omtalte ovenfor: Bag det grafiske billede som simu-
leringen frembringer, ligger et formeludtryk og en graf, som er indbygget i alle veerk-
tejsprogrammer, og som derfor abner for flere metoder til lgsning af disse opgaver,
nemlig den eksperimentelle og den formelbaserede metode.

Den anden fordel er det, vi omtalte i indledningen til afsnittet, nemlig at den samme
test og den samme teststorrelse kan bruges i en lang raekke forskellige situationer.

4.5 Den eksperimentelle metode og den formelbaserede metode

| afsnittet ovenfor udregnede vi y?>-teststarrelsen for de 1000 stikpraver og fik tegnet et
grafisk billede af fordelingen af de 1000 testvaerdier. Vi vil nu se pa den formelbaserede
graf, der ligger bag, og p&, hvordan denne kan anvendes i lasning af opgaver.

Bvelse 9.16

a) Vi sa ovenfor, at de 1000 udregninger af test-storrelsen fordeler sig p& nogle fa veer-
dier. Udregn, hvor stor en procentdel hver enkelt vaerdi udger af det samlede antal

pa 1000.
Procentandel
b) Preesenter resultaterne i Wt EtE=Iel = @8
. 0.60
et passende histogram som
vist her. &Y
0.40
0.30
0.20
0.10
0.00
01 2 3 4 5 6 7 8
»*-teststorrelsen
Procentandel
c) Tegn i samme diagram grafen 0.60

for den teoretiske y>-fordeling,
idet antallet af frihedsgrader

seettes til 1. Begrebet friheds-
grader omtales naermere i 0.30
neeste afsnit. 0.20

0.50

0.40

x°pdf(x,1)

0.10

01 2 3 4 5 6 7 8
¥?-teststorrelsen
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Da vi i dette eksempel kun har sa fa forskellige talveerdier for teststerrelsen,
vil den teoretiske graf veere en ret grov tilneermelse til det grafiske billede,
som vores simulering gav. Men man kan godt se monstret. P& den ekspe-
rimentelle graf i gvelse 9.14 fandt vi p-veerdien til at veere 17,2%. De 17,2%
er nemlig andelen af skaeve udfald, dvs. udfald med en teststorrelse, der er
starre end eller lig med 2,57. Den samme metode anvendes pa den teore-
tiske graf, hvor p-veerdien udregnes som arealet under den del af grafen, der
ligger laengere veek end 2,57. | et veerktojsprogram kan den fx findes grafisk,
eller man kan beregne den ud fra den kumulerede y?-fordeling, fx séledes:

¥?Cdf(2.57,0,1) = 0,1088 = 10,88 %

hvor 1 igen stér for antal frihedsgrader, og « angiver, at den teoretiske graf
fortsaetter i det uendelige.

Denne p-veerdi er noget mindre end den veerdi pa 17,2 % vi fandt ovenfor.

Praxis: Eksperimentelt eller teoretisk bestemt p-vaerdi

9. Bekraftende statistik

Procentandel

0.60

0.50 pdf(x,1)
0.40
0.30

0.20

teststorrelse

0.10

0o 1 257 4 5 6 7 8
»?-teststorrelsen

Der vil altid vaere forskel pa en eksperimentelt og en teoretisk bestemt p-vaerdi.
Det skyldes den noget grove tilnaermelse, vi sa illustreret pa det grafiske billede

ovenfor. Det er den eksperimentelt fundne p-vaerdi, der giver det mest dask-

kende svar pa spgrgsmalet: Hvad er sandsynligheden for at fa et udfald, der er

mindst lige sa skaevt som det observerede? | praksis anerkendes den teoretisk
bestemte p-vaerdi som et gyldigt svar, dels pa grund af traditionen, og dels fordi
den giver mulighed for en hurtig afgerelse.

Mange veerktajsprogrammer kan foretage alle de teoretiske udregninger i Goodness-
of-fit testen med et slag, blot vi indtaster de to lister af observerede og forventede

veerdier, som vist nedenfor.

Undersgg, hvordan dit veerktgjsprogram kan udfere en automatisk Goodness-of-fit-

test.

GOF star for Goodness-Of-Fit. Leeg maerke til at vaerktojet selv udregner test-

storrelsen 2,57 og p-vaerdien 0,1088.
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4.6 Frihedsgrader

Selv om det principielt er den samme udregning, vi foretager af teststorrelsen hver
gang, og selv om de spargsmal, vi stiller, kan veere helt identiske, sa sendrer det grafi-
ske billede sig alligevel betydeligt, nar antallet af de sakaldte frihedsgrader sendres.

Definition: Antallet af frihedsgrader
Nar en population er opdelt efter bestemte kategorier, og stikprever af popula-

tionen repraesenteres i antalstabeller, der er inddelt efter disse kategorier, sa er
antallet af frihedsgrader lig med det antal celler i tabellen, der kan variere frit.

Bemeerk: Vi mader ogsa frihedsgrader andre steder i matematik. Nar vi fx vil konstrue-
re trekanter ud fra givne mal, s& har vi tre frihedsgrader mht. sideleengder, fordi de kan
variere frit, mens vi har to frihedsgrader mht. vinklerne, fordi summen altid er 180°.

Eksempel: Opinionsmalinger og antallet af frihedsgrader

Sperges 1080 personer om, hvad de vil Socialdemokraterne

stemme p4, hvis der var valg i morgen,

. Radikale
og samles svarene i et skema, kan skemaet

se ud som vist her. Konservative

Socialistisk Folkeparti

Der er i alt 9 frihedsgrader, fordi tallene i Kristendemokraterne

de 9 celler kan variere frit. Men hvis der er Dansk Folkeparti

skrevet tal ind i de 9 celler, s& er den 10. Venstre

ogsa lagt fast, da summen skal give 1080. X X
Liberal alliance

Enhedslisten

Ved ikke

I alt 1080

Eksempel: Titanics forlis og antallet af frihedsgrader

| kapitel 2 skrev vi de to oplysninger: passagernes skaebne, samt hvilken klasse de
rejste pd, ind i en antalstabel som den nedenfor. Der er i alt 2 frihedsgrader. For tallene
i 2 af cellerne kan variere

frit (nér blot de ikke stér lige Status/Skeebne  Overlevede Omkom I alt

ved siden af hinanden), men

. o Forste 329
hvis der er skrevet tal ind i 2
celler, s& er de sidste 4 ogsé Anden 285
fastlagt, da reekke- og sgjle- Tredje 710
summerne skal vaere som i
I alt 492 832 1324
tabellen.
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a) Seet tal ind i 9 af cellerne i eksemplet med opinionsmaling. Vis, at den 10. celle er
fastlagt.

b) Saet tal ind i 2 af cellerne i eksemplet med Titanic. Vis, at de sidste 4 celler derved
ogsa er fastlagt.

a) Argumenter for, at antallet af frihedsgrader i en situation, hvor vi undersager reprae-
sentativitet, er antal kategorier minus 1.

b) Argumenter for, at antallet af frihedsgrader i en 2x2 antalstabel er 1.
c) Argumenter for, at antallet af frihedsgrader i en 3x2 antalstabel er 2.

d) Opstil en formel for antallet af frihedsgrader i en tabel med m reekker og n sgijler.

Giv to eksempler fra andre dele af matematik, hvor kendskab til en eller flere af de
variable fastlaegger den eller de andre.

a) Tegn fx ved hjeelp af skydere graferne for y?-fordelingen med 1, 2, 3, 6 og 10 friheds-
grader.

b) Beskriv, hvordan grafens form sendrer sig, nar antallet af frihedsgrader stiger.

5. y2-test for repraesentativitet af en stikprove

5.1 Opinionsundersggelser sammenholdt med valgresultater
Vi ser nu pa et starre prototy-

parti betegnelse valg 2007 opinion 2010 forskel
pe-eksempel med Goodness- Socialdemokraterne A 25,5 25,4 -0,1
of-fit-test. Ved folketingsvalget Radikale B 51 45 0.6
i 2007 fandt man den felgende Konservative c 104 1.2 0.8
fordeling af stemmer pa de Socialistisk Folkeparti F 13,0 18,5 55
forskellige partier: Kristendemokraterne K 0,9 0,4 -0,5
Dansk Folkeparti O 13,8 14,6 0,8
Venstre \% 26,3 22,4 -3,9
Ny alliance " Y 2,8 0,3 -2,5
Enhedslisten (0] 2,2 2,6 0,4

1) Nu Liberal Alliance
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Ved en opinionsundersggelse udfert i januar 2010 af Megafon for Politiken og TV2
fandt man den tilsvarende procentfordeling for 960 repraesentative veelgere, der blev
spurgt om:

"Hvilket parti vil du stemme pa, hvis der var folketingsvalg i morgen?"

Endelig finder vi i sidste sgjle eendringen i vaelgertilslutningen fra folketingsvalget i 2007
til opinionsundersggelsen i januar 2010.

Det mest bemzerkelsesveerdige i tabellen er utvivisomt fremgangen péa 5,5 procent-
point for Socialistisk Folkeparti og den tilsvarende tilbagegang for Venstre og Ny Al-
liance (nu Liberal Alliance) p& 3,9 procentpoint henholdsvis 2,5 procentpoint.

Men er disse aendringer nu statistisk signifikante? Kan vi slutte, at der reelt er tale om
et skred i vaelgertilslutningen?

For at gore det nemmere at folge modelleringen, vil vi forst forenkle problemet lidt.
Det er almindeligt at opdele partierne i blokke: Partierne pa venstreflgjen ("red blok")
udgeres af Socialdemokraterne, Socialistisk Folkeparti og Enhedslisten.

Partierne pa hejreflgjen ("bla blok") udgeres af Venstre, Konservative og Dansk Folke-
parti. Endelig placerer vi de resterende tre partier Radikale, Kristendemokraterne og
Ny alliance i midten. Skemaet omformes da til felgende:

blok sammensatning valg 2007 opinion 2010
Hojre V+C+0 50,5 48,2
Midten B+K+Y 8,8 5,2
Venstre A+F+0O 40,7 46,5

Hvis veelgerholdningen er den samme i 2010 som i 2007, skyldes a&endringerne i pro-
centtallene alene de uundgéelige tilfeeldige variationer, ndr man udtager en stikprove.
Det undersoages pa grundlag af falgende nulhypotese:

H,: Der er ikke sket afgarende aendringer i vaelgernes holdning siden folketingsvalget
i 2007.

Denne hypotese gnsker vi nu at teste pa 5% -signifikansniveau.

Ovelse 9.22

a) Omregn procenttallene i tabellen ovenfor til antal med udgangspunkt i de 960
adspurgte veelgere. De observerede tal skal vaere hele tal, mens de forventede tal er
teoretiske beregninger, som derfor gerne méa vaere decimaltal.

b) Benyt formlen

, (obs1—forvi)® (obs2-forv2)’ . (obs3 - forva)’
- forv1 forv2 forv3

til at vise, at y>-teststarrelsen er 23,16.

c) Hvor mange frihedsgrader har vi her?
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Praxis: Beregning af ohserverede vaerdier, forventede vaerdier og teststerrelsen i
Goodnes-of-fit-testen

Teststorrelsen beregnes altid ud fra en antalstabel, dvs. hvis de observerede
vaerdier er angivet som en procenttabel, skal denne forst omsaettes til en antals-

tabel med hele tal. De forventede veerdier repraesenterer gennemsnitsvaerdier for
uendeligt mange stikpraver og skal derfor ikke afrundes til hele tal. Men summen
af de forventede veerdier og de observerede vaerdier skal stemme overens, idet
de angiver det samlede antal individer i stikpraven.

Vi kan simulere opinionsundersggelsen under antagelse af nulhypotesen ved at udtage
tilfeeldige stikprever pa 960 veelgere fra den samlede population i 2007. Hele popu-
lationen kan fx repraesenteres af 1000 celler i regnearket, hvor cellerne fra 1 til 505
repraesenterer bla blok, 506 til 593 repraesenterer midten, og 594-1000 repraesenterer
rod blok.

a) Argumenter for dette.

b) Udnyt dit vaerktejsprogram til at udtage en stikprove pa 960 vaelgere, eller ga ind pa
hjemmesiden, og benyt den animation, der ligger der.

population stikprove

c) Opteel antal veelgere pa hver A 1 Hojre Hajre
. ) 500
blok, og illustrer det grafisk 2 Hojre Hgjre
med et sgjlediagram. Det kan 400 3 Hojre Hojre
se séledes ud, hvor tabellen 500 4 Haijre Hoijre
viser resultatet af 10 simule- 5 Hoijre Venstre
rede stemmer. | alt er der 960 2004 6 Hejre Hejre
simulerede stemmer i stikpro- — U HUIE e
S . 8 Hojre Venstre
ven. Sgjlediagrammet afspejler, - -
. 0 9 Hojre Hojre
hvordan disse stemmer fordeler Hojre Midten Venstre - -
) ) 10 Hojre Midten
sig péa de tre blokke. stikprove

Hver gang vi genberegner regnearket, far vi en ny stikpreve. Vi kan saledes simulere en
opinionsundersggelse baseret pa veelgerfordelingen ved folketingsvalget i 2007.

d) Opret nu en kolonne i regnearket, hvor der udregnes en teststarrelse for hver si-
mulering. Teststorrelsen udregnes efter samme formel som i gvelse 9.22, blot med
"observeret" (obs) erstattet af "simuleret” (sim).

e) Lad regnearket beregne teststorrelser for 1000 simuleringer, og tegn grafen for disse
sammen med grafen for teethedsfunktionen med 2 frihedsgrader, y?pdf(x,2).

f) Pa din graf vil du kunne se, at test-sterrelsens vaerdi, som vi i avelse 9.22 udregnede
til 23,16, er et helt usaedvanligt resultat, hvilket giver anledning til at forkaste nulhypo-
tesen, ud fra signifikansniveauet pa 5%.
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Praxis: Middeltallet og antallet af frihedsgrader
Middeltallet for y2-fordeling er lig med antallet af frihedsgrader. Det viser man i

teoretisk statistik. | eksemplet med opinionsmalingen er middeltallet 2. Middel-
tallet er den forventede veerdi af teststarrelsen. Nar den faktiske vaerdi adskiller
sig sa dramatisk fra den forventede, bliver nulhypotesen altid forkastet.

Nar nulhypotesen forkastes, betyder det, at der synes at vaere sket betydelige sendrin-
ger i vaelgernes holdninger siden valget.

| praksis er det uoverkommeligt at skulle simulere nulhypotesen, hver eneste gang man
skal teste en fordeling. Man erstatter da den eksperimentelle fordeling af teststarrelsen
med den teoretiske. Man kan sa enten regne sig frem til p-veerdien, eller bestemme
den grafisk som arealet under teethedsfunktionens graf. Det er bl.a. baggrunden for
den store udbredelse, som *-testen har: Den kan automatiseres, og er indbygget i de
fleste veerktojsprogrammer.
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For at udfere det indbyggede Goodness-of-fit test i dit vaerktgjsprogram skal du tage
udgangspunkt i listerne over de observerede veerdier og forventede vaerdier, som du
fandt i gvelse 9.22.

a) Benyt nu den indbyggede Goodness-of-fit test, der typisk vil udregne teststorrelsen
og p-vaerdien.

b) Benyt den indbyggede kumulerede y?-fordeling til at udregne p-veerdien ud fra test-
starrelsen.

c) Benyt den indbyggede omvendte (inverse) y?>-fordeling til at udregne den sékaldte
kritiske teststarrelse ud fra signifikansniveauet, dvs. den teststorrelse, der skiller de
forventede veerdier fra de usaedvanlige veerdier.

d) Plot grafen for y?-teethedsfunktionen, og plot i samme grafiske billede den kritiske
og den observerede teststorrelse. Hvor ligger din observerede teststarrelse i forhold
til den kritiske teststarrelse?
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5.2 Et eksempel pa losning af en eksamensopgave
Vi viser nu en formelbaseret lgsning af en eksamensopgave med anvendelse af y*-test.

Den danske landsholdsmalmand i handbold, Kasper Hvidt, havde ved EM i Norge i
2008 en redningsprocent pa 40 %. Dvs. han reddede 40 % af de skud, som modstan-
derne skad pa hans mal.

Ved EM i Dstrig 2010 reddede Kasper Hvidt i en bestemt kamp 11 skud ud af 36.
Opstil en nulhypotese, og undersog pa et 5-%-signifikansniveau, om Kasper Hvidts
redningsprocent har eendret sig.

(Vejledende eksamensopgave — Forseget med digitale opgaver, terminsprove 2010)

Vi skal forst opstille en nulhypotese. Vi bruger da EM i Norge 2008 som udgangspunkt,
hvor Kasper Hvidt havde en redningsprocent pa 40 %. Spgrgsmalet er nu, om Kaspar
Hvidt lever op til sin fordums standard ved EM i Ostrig i 2010. Som nulhypotese veelger
vi derfor antagelsen:

H,: Kasper Hvidt har stadigvaek en redningsprocent pa 40 %. Afvigelser i de
enkelte kampe skyldes alene den tilfeeldige variation fra kamp til kamp.

Vi observerer nu i en enkelt kamp, at Kasper Hvidt redder 11 skud ud af 36 skud pa
mal. Deraf felger ogsd, at 25 af skuddene gar i mal. Vi har altsé de folgende observa-
tioner, der skal sammenholdes med de forventede veerdier baseret pa nulhypotesen,
ifalge hvilken 40 % af skudfors@gene bliver reddet, mens de resterende 60 % af skud-
forsggene géar i mal.

Observeret Forventet ud fraH,
reddet tabt reddet tabt
11 25 40% af 36 = 14,4 60% af 36 = 21,6

y>-test-starrelsen er derfor givet ved:

11-14.4) (25-21.6)
x2=( ) +( ) =1.33796
14.4 21.6
Da der er 2 kategorier, er der tale om en y?-test med 1 frihedsgrad (antal kategorier

minus 1). Vi finder nu p-veerdien ud fra den teoretiske y2-fordeling.

Densitet

Grafen viser taethedsfunktionen for y?-fordelingen y
med 1 frihedsgrad.
Veerktojsprogrammet giver: 087 |\ #Pdfixt)
¥?Cdf(1,33796,00,1) = 0.247394 06 1
teststorrelse
0.4 1
0.2 4
oo 0.247 -

1 1,338 2 3
y>-teststorrelse
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p-veerdien er altsa 24,7 % og ligger derfor over signifikansniveauet pa 5%.

Konklusion: Nulhypotesen kan ikke forkastes, dvs. der er ikke statistisk belaeg for at
pasta, at Kasper Hvidt ikke har kunnet fastholde sin redningsprocent i den pageel-
dende kamp.

Under antagelse af at Kasper Hvidt holder sin seedvanlige standard, vil man faktisk i
en fierdedel af kampene med 36 skudforsgg fa et resultat, der er mindst lige sa darligt
som i den pageeldende kamp ved EM i @strig 2010. Resultatet er derfor pa ingen made
useedvanligt.

314

a) Hvor stor skal teststarrelsen veere, for at vi kan forkaste nulhypotesen pa 5%-
signifikansniveau?

b) Hvilken redningsprocent svarer det til i en kamp med 36 skudforseg?

Praxis: Lesning af eksamensopgaver med Goodness-of-fit test
Ved lgsning af standardopgaver gar man frem pa felgende made:
1. Opstil nulhypotesen H,

. Fastlaeg signifikansniveauet

. Udregn de forventede vaerdier under antagelse af nulhypotesen

. Udregn y*-teststorrelsen og p-vaerdien

. Uddrag en konklusion: Er der belaeg for at forkaste nulhypotesen, eller er der
ikke? Formuler ogsa konklusionen i dagligdags sprog i relation til den kontekst
opgaven handler om.

Opgaver
Pa hjemmesiden findes flere eksempler pa opgaver i hypotesetest.
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6. 2-test som en test af uafhaengighed

Vi vil nu demonstrere den anden type af problemer, hvor y?-testen finder anvendelse.
Vi vil gennemga testen ved hjeelp af et beremt eksempel p&, hvor galt det kan ga i
statistik, hvis man ikke passer pa.

6.1 Er det usundt at ryge?

Har rygning indflydelse pa helbredet? Det forsggte en beromt undersogelse af 1314
kvinder fra Whickham at svare pa.

Whickham er et blandet land- og bydistrikt teet ved NewCastle upon Tyne i England.

| &rene 1972-74 blev de spurgt, om de var rygere, og tyve ar senere registrerede man,
hvor mange af de adspurgte, der stadigvaek var i live. Man fandt da felgende resultater,
som vi har samlet i en krydstabel.

Observerede veerdier

Rygevaner
ja nej | alt
ded 139 230 369
i live 443 502 945
| alt 582 732 1314

Via hjemmesiden kan man finde yderligere materiale om undersggelsen.

Spergsmalet er nu, om der i tabellen er belaeg for en sammenhang mellem rygevaner
og helbredstilstand? Har rygere en anden helbredstilstand end ikke-rygere?

For at kunne belyse denne problematik med en statistisk test, ber vi forst gere os klart,
i hvilket omfang det er rimeligt at betragte den pagaeldende gruppe af kvinder som en
repraesentativ stikprove for en langt starre population, fx alle indbyggerne i England?
Kan vi reelt slutte noget om englandernes helbredstilstand ud fra en enkelt gruppes
opfersel?

Normalt sikrer man sig repreesentativitet ved at vaelge deltagerne i stikpraven tilfeeldigt.
Men disse kvinder er valgt alt andet end tilfeeldigt: De er fx alle sammen fra et bestemt

afgraenset omrade af England. Der er ogsd mange andre variable, der ikke er taget
hgjde for.

Nasvn tre andre variable, der kunne have indflydelse p& undersggelsens resultat.
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Hvis nogle af de variable, der er kommet frem i gvelse 9.26, faktisk har indflydelse pa
helbredstilstanden, er det selvfolgelig afgerende, at disse variable er tilfeeldigt fordelt pa
de to grupper af rygere og ikke-rygere, sa det reelt er effekten af rygning, vi ser, og ikke
effekten af en sadan skjult variabel. | ferste omgang vil vi dog ignorere dette aspekt.

Forste skridt i den statistiske undersogelse er at fastleegge nulhypotesen:
Der er ingen sammenhaeng mellem helbredstilstand og rygevaner.
Nulhypotesen kan ogséa formuleres saledes: De to variable er uafhaengige.
Nar vi skal teste nulhypotesen, begynder vi med at fastlaegge et signifikansniveau pa 5%.
Dernzest udregner vi y?-teststorrelsen for afvigelsen mellem de observerede vaerdier
og de forventede veerdier. Nulhypotesens antagelse om uafhaengighed betyder, at de

forventede veerdier har samme procentfordeling for rygere og ikke-rygere. Vi far derfor
folgende tabel over de forventede veerdier:

Forventede veerdier

Rygevaner
ja nej | alt
ded 163,44 205,56 369
i live 418,56 526,44 945
| alt 582 732 1314

De forventede veerdier fremkommer séledes: Forst omregnes kolonnen | alt til
procentandele: 369 udger 28,08 % af 1314 og 945 udger 71,9 % af 1314.

Antagelsen om samme fordeling for rygere og ikke-rygere ger, at vi udregner disse to
procentdele af henholdsvis 582 og 732. Eksempelvis er 28,08 % af 582 lig med 163,44.

Gennemfgr udregningen af de forventede veerdier i den ovenstaende tabel i detaljer.

y>-teststorrelsen udregnes igen som en sum af alle bidrag af formen:

(observeret - forventet)2
forventet

Her far vi:

., (139-163,43)° L (443-41 8,57) , (280 205,55’ , (802-526, 55"
~ 163,43 418,57 205,55 526,55

2> =38,65+143+2,91+1,14=9,12
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Antallet af frihedsgrader i en 2 x 2-tabel er 1. Vi har tidligere omtalt, at dette teoretisk
betyder, at middeltallet for teststerrelsen er omkring 1, hvis nulhypotesen holder. Sa
meget tyder p&, den ikke kan holde. Det kan vi nu undersgge neermere pa to mader.

Eksperimentel metode:

Vi antager, at nulhypotesen holder, dvs. at der er uafheengighed. Lad os forestille os
at alle 1314 kvinder havde et kartotekskort med de to oplysninger skrevet pa hver sin
halvdel af kortet: Rygevaner skrevet nederst, og ded/i live gverst.

Vi klipper nu disse kort midt over, samler dem i to bunker og blander kortene med
rygevaner vilkarligt rundt. Sa leegger vi de to kortbunker ved siden af hinanden og limer
dem sammen igen, s vi nu far nye kort, men stadig med rygevaner nederst og ded/i
live overst. Med de nye kort er der stadig 582 kvinder som ryger, og 732 der ikke geor,
og der er stadig 369 kvinder, der er dgde, og 945 der er i live. Det er alene kombinatio-
nerne af rygning og helbred, der er eendret.

Men i de sammenblandede kort er helbredstilstanden ngdvendigvis uafheengig af ryge-
vaner. Derfor er der nogenlunde samme fordeling af helbredstilstanden for rygere og
for ikke-rygere. Vi har alts& pa denne méade simuleret nulhypotesen, dvs. uafheengighe-
den af rygevaner og helbredstilstand.

Ovelse 9.28

En s&dan simulering (omrgring) kan gennemfares i et veerktejsprogram: Den ene varia-
bel holdes fast, mens den anden blandes vilkarligt rundt, og resultatet samles i en ny
antalstabel.

a) Gennemfgr en s&dan omrering, eller ga ind pa hjemmesiden,
og benyt den animation, der ligger der.

Middelvaerdi = 1.09077 y*-test-storrelse = 9.1209

b) Opstil formlen for y?-teststarrelsen for en simulering efter
samme princip som ovenfor.

c) Gennemfar et mindre antal simuleringer, fx 20.
Ser det ud til at veere nemt at finde en simulering, der er
lige s& skaev som den observerede?

d) Gennemfer nu 1000 simuleringer, hvor teststorrelsen
registreres, og praesenter fordelingen af teststorrelsen i et I lnl I
prikdiagram (som vist her) eller i et passende histogram. ) 4' t A . o 12 1
Plot ogsa den observerede tekststorrelse. maling

Teststarrelsen er sa usaedvanlig, at kun to simuleringer ud af 1000 giver en storre
veerdi. De to skaeve udfald svarer til et sken over p-vaerdien pa 0,2 %

Konklusion: Nulhypotesen forkastes. Vi slutter derfor, at der er en sammenhaeng
mellem rygevaner og helbredstilstand.
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Formelbaseret metode:

Vi har beregnet teststorrelsen til at vaere 9,12. En 2 x 2-antalstabel har 1 frihedsgrad.
Vi finder p-veerdien ud fra den teoretiske y>-fordeling og ved brug af den sakaldt
kumulerede y2-fordelingsfunktion.

Grafen viser taethedsfunktionen 002
for y2-fordelingen med 1 frihedsgrad. ’

0,016

Veerktojsprogrammet giver: 0012

¥?Cdf(9.1209,:,1) = 0.002527 0,008

0,004

2 4 6 8 10 12
teststorrelsen

Ovelse 9.29

a) Benyt dit veerktojsprogram til at finde p-veerdien savel grafisk som ved beregning ud
fra den kumulerede y*-fordeling.

b) Hvor lille skal teststorrelsen vaere, for at vi ikke leengere kan forkaste nulhypotesen?

c) Udnyt den indbyggede uafhaengighedstest i et vaerktojsprogram til automatisk at
udfere testen og derigennem f& udregnet fx testveerdien og p-veerdien.

p-veerdien er altsd 0,0025 svarende til 0,25 % og ligger derfor klart under signifikansni-
veauet pa 5%.

Konklusion: Nulhypotesen forkastes. Vi slutter derfor at der er en sammenhaeng mel-
lem rygevaner og helbredsstilstand.

6.2 Der er noget galt — skjulte variable og Simpsons paradoks

Men der er et problem: Sammenhaengen peger den forkerte vej! Kigger vi neermere pa
de observerede procentfordelinger, ser vi nemlig, at rygerne har den sterste chance for
at overleve. Det ser altsa ud til at veere sundt at ryge!

Ikke-ryger Ryger

76,1%

23,9%
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De 76 % af rygerne er stadigveek i live mod kun 69 % af ikke-rygerne. Sa hvad foregar
der egentlig?

Problemet viste sig netop at veaere en skjult variabel, som vi omtalte i begyndelsen af
afsnittet. Gruppen af rygere og ikke-rygere er ikke ens fordelt i forhold til alder. Hvis vi
opdeler i tre aldersgrupper:

Ung (fra 18-34 ar), Midaldrende (fra 35-54 ar), Gammel (mindst 55 &r)

sa finder vi de folgende krydstabeller:

Ung Midaldrende Gammel

Ja Nej Ja Nej Ja Nej
Dod 5 6 Dod 41 19 Dod 93 205
Ilive | 174 213 I live 198 180 I live 71 109

a) Kopier tabellerne ind i et veerktajsprogram, og udregn raekke- og sgjlesummerne.
b) Udregn overlevelsesprocenterne for rygere og ikke-rygere i de tre aldersgrupper.
c) lllustrer resultatet grafisk.

d) Hvordan ser sammenhegengen nu ud mellem rygevaner og helbred?

Den ovenstaende situation, hvor en statistisk sammenhaeng vender, ndr man inddra-
ger en skjult variabel i analysen, kaldes Simpsons paradoks. Den understreger, hvor
forsigtig man skal veere med at drage slutninger om arsagssammenheenge ud fra en
statistisk sammenhaeng. Problemet ligger i den manglende variabelkontrol.

Nar vi skal finde ud af, hvilke faktorer der har indflydelse pa levealderen, er det vigtigt,
at vi kun aendrer pa en variabel ad gangen. Nar vi fokuserer pa rygning, skal alle andre
faktorer altsa alt andet lige veere ens fordelt i de to grupper: rygere og ikke-rygere. Det
kan veere sveert i praksis at sikre sig dette. Bare det at fastlaegge, hvilke variable der
kan teenkes at have indflydelse pa levealderen, kan vaere sveert nok. | praksis vil man
derfor ofte komme ud for, at stikpreverne er skaevt sammensat med hensyn til andre
variable, end dem man undersoger.

En stikprove, der overrepraesenterer eller underrepraesenterer individer med be-

stemte karakteristika (variable), og hvor disse har indflydelse pa det spgrgsmal,
man undersgger, siges at vaere praeget af bias.
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Den eneste sikre strategi er, at alle andre variable er tilfeeldigt fordelt pa de to grupper
i stikproven, sakaldt statistisk variabel kontrol, s& en eventuel indflydelse fra skjulte
variable udjeevnes. Men ogsa dette kan veere sveert at styre i praksis.

Hvis man er i samarbejde med et andet fag, kan der muligvis ud fra dette fags viden
peges pa en mekanisme, der kan forklare pavirkningen fra den ene variabel til den
anden. Men ogsa dette kan vise sig at veere yderst vanskeligt. Havde vi fx ikke haft
tabellerne med aldersfordelingen, kunne vi jo ikke have pavist, hvor problemet Ia.

6.3 The mortality of doctors

| komplicerede situationer kan det derfor vise sig meget sveert at lofte bevisbyrden.
Her er sammenhaengen mellem rygning og helbred et klassisk eksempel pa, hvor
sveert det kan veere.

De forste af en lang kaede af indicier p& en mulig sammenhasng imellem rygning og
helbredblev fundet i midten af 50’erne af et engelsk forskerteam under ledelse af epi-
demiologi-eksperten Richard Doll. | en banebrydende artikel fra 1954: "The mortality of
doctors in relation to their smoking habits", offentliggjort i det anerkendte fagtidsskrift
British Medlical Journal, paviste de for forste gang en ret klar sammenhaeng mellem
rygning og lungekreeft.

Undersogelsen forlab over to et halvt ar og involverede 40.000 leeger. Ved starten af
undersggelsen registrerede man deres rygevaner, og ved udlgbet af undersogelsen
registrerede man samtlige dedsfald og deres arsag i perioden. Af de 40.000 lzeger dode
723 i perioden — heraf dede 36 af lungekraeft. Alle der dede af lungekreeft, var rygere.
Ved at sammenholde testpersonernes rygevaner med deres dedelighed for lungekraeft
s& man nu en relativ klar sammenhaeng mellem rygevaner og dedelighed.

Richard Doll, engelsk ekspert i
epidemiologi, der undersogte sam-
menhaengen mellem rygning og
helbredstilstand. Hans handtegnede
diagram illustrerer forholdet ("ratio")
mellem antal observerede og antal
forventede dode i forskellige grupper
af rygere. Hvis forholdet fx er 1,5
betyder det, at der er 1,5 gange flere
dode, end forventet.
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Ovelse 9.31

Gennemga den handtegnede graf fra 1954. Hvorfor antyder den en sammenhasng mel-
lem rygevaner og lungekraeft. Hvorfor er det centralt, at rygerne er yderligere kategori-
serede efter deres rygevaner?

Artiklen blev taget som et indicium for en mulig sammenhasng mellem rygning og hel-
bred. Dolls team havde taget mange forholdsregler for at undga skjulte variable.

Fx havde de sikret sig, at alle dedsfald i undersggelsesgruppen kom med, og at deds-
arsagen var sa objektiv som mulig, idet den blev uddraget direkte fra dedsattesten.
De sikrede sig ogsd mod mulige fejldiagnoser (méaske undersager man ikke dedséarsa-
gen grundigt nok og skriver bare lungekreeft pa dedsattesten, fordi det er s oplagt en
doedsarsag for rygere). Men s& skulle andre dedsarsager veere underrepraesenterede,
hvilket de kunne pavise ikke var tilfeeldet.

Ovelse 9.32

Ikke alle statistikere lod sig overbevise. P& hjemmesiden er der en artikel af Ronald
Fisher, en af det 20. arhundredes storste statistikere, hvor han argumenterer imod en
sammenkaadning af rygning og helbred.

Doctors born 1900-1930

| en artikel fra 2004, Mortality in relation to smoking: 50 years’ o7

observation on male British doctors, kunne Doll i stor detalje
kortleegge de komplekse sammenhaenge mellem rygning og
helbred, herunder fx at rygning fra en ung alder alt andet lige
forkorter den samlede levetid med 10 ar.

-
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81
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o

D
o

N
o

Cigarette smokers

N
o

Percentage survived from age 35

o

40 50 60 70 80 90 100
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Ovelse 9.33

a) Oversaet begreberne, og forklar hvordan de to grafer er tegnet.

b) Forklar, hvad det er, der males med den lodrette stiplede linje.

c) Forklar, hvad der menes med den vandrette linje hvor der star 10 years’.

d) Hvordan vil du med ord og ud fra graferne beskrive sammenhangen mellem rygning
og levetid.
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6.4 Et eksempel pa losning af en eksamensopgave

Vi slutter ligesom i Goodness-of-fit-testen med et gennemregnet eksempel pa en
uafhaengighedstest:

Narkotika pa gadeplan 2006
Fordeling mellem stoftyper pa brugerplan i 2006

Resultat som procent af det totale antal prever fra hver politikreds.

Politikreds Kbh. Arhus Odense Aalborg Esbjerg Alle
Antal (n=51) (n=52) (n=51) (n=23) (n=26) (n=203)
Heroin 53% 35% 35% - 12% 33%
Kokain 35% 31% 20% 30% 38% 30%
Amfetamin 10% 33% 41% 61% 46% 34%
Andet 2% 2% 4% 9% 4% 3%

Kilde: Retsmedicinsk Institut, rapport til Sundhedsstyrelsen 2007.

Ovenstaende tabel viser fordelingen mellem stoftyper af beslaglagt narkotika i politi-
kredsene herende til landets store byer.

a) Opstil en nulhypotese, og undersgg pa signifikansniveauet 1%, om tallene i tabellen
tyder pa, at der er forskel pa, hvilken type narkotika der forbruges i de forskellige
politikredse.

Forst opstilles en nulhypotese. Tabellen rummer oplysninger om to kategoriske varia-
ble: politikreds og narkotika, og vi skal undersgge, om der er en sammenhang mellem
narkotikatypen og den geografiske placering af politikredsen. Som udgangspunkt an-
tager vi nu, at der ikke er en sadan afhaengighed, dvs. nulhypotesen er den felgende:

Narkotikatypen er uafhaengig af politikredsen

Vi vil gennemfere en y?-uafheengighedstest og ma derfor omdanne den ovenstaende
procenttabel til en antalstabel. Da procenterne er afrundede, vil vi i farste omgang fa
"skaeve decimaltal" for antallet af prover, men disse kan efterfelgende afrundes til en
egentlig antalstabel for de fundne antal prgver, der stemmer fint overens med de
oplyste antal. Vi udelader "andet narkotika", da tallene er s sma, og vi finder:

Observeret
Kbh. Arhus Odense Aalborg Esbjerg Alle
Heroin 27 18 18 0 3 66
Kokain 18 16 10 7 10 61
Amfetamin 5 17 21 14 12 69
Alle 50 51 49 21 25 196
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Derefter udregnes de forventede vaerdier under antagelse af nulhypotesen (uafhaengig-
hed), dvs. at alle politikredsene forventes at felge den samme procentfordeling som

péa landsplan (denne fremgar af opgavens tabel). 66 ud af 196 tilfelde p& landsplan
handler om heroin. Det svarer til 33,67 %. derfor forventes 33,67 % af de 50 tilfaelde i
Kgbenhavn at handle om heroin: 33,7 % af 50 = 16,84.

Forventet
Kbh. Arhus Odense Aalborg Esbjerg Alle
Heroin 16,84 17,17 16,5 7,071 8,42 66
Kokain 15,56 15,87 15,25 6,53 7,78 61
Amfetamin 17,60 17,95 17,25 7,39 8,80 69
Alle 50 51 49 21 25 196

Det giver anledning til y*-teststerrelsen 36.6826, som vi far, ved at ved at summere alle
bidragene af formen:

(observeret - forventet)2
forventet

Den samlede sum af disse bidrag skrives séledes:
vl
=X

Krydstabellen har 2 - 4 = 8 frihedsgrader, sa teststorrelsen er et godt stykke over den
forventede veerdi pa 8.

Det tilherende skon over p-veerdien udregnes fx ved hjaelp af den kumulerede
x?-fordeling til 0,000013, svarende til 0,0013 % (se figuren). Laeg maerke til at arealet
under taethedsfunktionens graf til hgjre for teststarrelsen er sé lille, at vi ikke kan se det
pa figuren.

observeret — forventet)’
forventet

0.14 { y-teststorrelsen = 36.6826 Med udgangspunkt i den kumu-
042 | p-veerdi = 0.000013 lerede *-fordelingsfunktion med
040 | 8 frinedsgrader fas

0.08 - )= 2 Pdf(x.8) x?Cdf(36.6826,>0,8) = 0.000013

0.06 -

0.04 ]

0.02 -

0.00

0 5 10 15 20 25 30 35 40 teststorrelsen
p-veerdien ligger altsa langt under signifikansniveauet pa 1%.

Konklusion: Nulhypotesen forkastes. Undersggelsen tyder pa, at der er en afheengig-
hed mellem, hvilken politikreds der er tale om, og hvilken type narkotika man beslag-
leegger.
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Praxis: Lesning af eksamensopgaver med uafhngighedstest
Ved lgsning af standardopgaver gar man frem pa felgende made:
1. Opstil nulhypotesen H,

. Fastleeg signifikansniveauet

. Udregn de forventede vaerdier under antagelse af nulhypotesen

. Udregn y*-teststarrelsen og p-vaerdien

. Uddrag en konklusion. Er der belaeg for at forkaste nulhypotesen, eller er der
ikke? Formuler ogsa konklusionen i dagligdags sprog i relation til den kontekst
opgaven handler om.

Supplerende bemaerkning: Udregnes en tabel over de enkelte bidrag til
y>-test-storrelsen fas:

Bidrag til y?
Kbh. Arhus Odense Aalborg Esbjerg Alle
Heroin 6,13492 0,03978 0,136364 7,07143 3,48746 16,8699
Kokain 0,382208  0,001205 1,80738  0,032982  0,633071 2,85666
Amfetamin  9,02233 0,0507 0,815217 5,90493 1,16276 16,9559
Alle 15,5395 0,091505 2,75896 13,0093 5,28329 36,6826

Som det ses, kommer de storste bidrag fra Kebenhavn og Aalborg. | forhold til "lands-
gennemsnittet" har Kebenhavn tydeligvis et overforbrug af heroin og et underforbrug
af amfetamin, mens Aalborg har det lige omvendt.

Narkotikamisbrug i Kebenhavn Narkotikamisbrug pa landsplan Narkotikamisbrug i Aalborg

Opgaver
P& hjemmesiden findes flere eksempler pa opgaver i hypotesetest.
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9. Bekraeftende statistik

7. Projekter

P& hjemmesiden ligger en reekke projekter, der knytter sig til kapitel 9.

Pa hjemmesiden ligger yderligere seerlige studieretningskapitler med opleeg til samar-
bejde mellem studieretningsfagene, samt kapitel 10, Matematik og kultur, med ma-
terialer og projekter, der kan anvendes i et samarbejde med humanistiske fag eller i
selvsteendige forlgb.
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